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前 É 


非 线性 算 子 理论 是 非 线性 泛 函 分 析 的 重要 组 成 部 分 之 一 , 这 一 理论 不 仅 为 非 
线性 微分 方程 和 积分 方程 的 研究 提供 了 有 力 的 工具 , 而 且 将 其 纳入 到 统一 的 框架 
之 中 . 从 而 在 数学 及 应 用 科学 诸如 物理 、 工 程 、 生 物化 学 等 领域 都 有 着 广泛 的 应 
n. 

非 线性 算 子 方程 的 解 的 个 数 和 类 型 问题 一 直 为 人 们 所 关注 , 本 书 首先 研究 了 
一 类 带 次 线性 扰动 的 混合 单调 算 子 与 一 类 较 广 泛 的 凹 算 子 的 不 动 点 定理 , 然后 证 
明了 两 类 非 线 性 算 子 的 多 重 不 动 点 的 存在 性 . 其 次 , 讨论 了 渐 近 线性 算 子 方程 的 
变 号 解 与 多 重 解 . 最 后 , 集中 展示 了 半 序 方法 和 拓扑 度 理论 在 时 间 尺 度 上 二 阶 及 
高 阶 动力 学 方程 中 的 应 用 . 

第 一 章 介 绍 了 本 书 将 用 到 的 预备 知识 . 第 一 节 , 给 出 了 半 序 和 锥 的 基本 概念 ， 
第 二 节 介 绍 了 有 关 时 间 尺 度 计 算 的 基本 结果 , 第 三 节 主 要 介绍 了 拓扑 度 和 不 动 点 
指数 的 一 些 定义 和 相关 引 理 . 

在 第 二 章 中 , 我 们 采用 半 序 方法 和 单调 迭代 技巧 研究 以 下 算 子 方程 的 解 的 存 
在 唯一 性 : 

A(z,z) + Bz = z, z€ E, 


其 中 4 是 混合 单调 算 子 , B 为 次 线性 算 子 , 并 且 E 是 实 的 半 序 Banach 空间 . 应 
该 指出 , 我 们 不 要 求 算 子 A 具有 耦合 上 下 解 条 件 与 紧 性 以 及 连续 性 条 件 . 作为 应 
M, 讨论 了 一 类 积分 方程 的 正解 的 存在 唯一 人 性, 进而 考察 了 一 类 了 时 各 尺度 上 的 二 
阶 边 值 问题 , 不 仅 获得 了 其 正解 的 存在 唯一 性 , m B tB gË T 8 r p X AS >Ç. 
在 第 三 章 中 , 首先 借助 于 不 动 点 指数 理论 , 研究 了 在 以 下 平行 上 下 解 条 件 


Tı < Yı, T2 < ys Tı É Y2, T2 Li, 


Z1 < Az), Ayı < Yı, Z9 < Am, Ay» < yo 


下 的 非 线性 算 子 4 的 多 重 不 动 点 . 进而 将 所 获得 的 抽象 结果 应 用 于 超 线性 Ham- 
merstein 型 积分 方程 , 建立 了 其 六 个 解 的 存在 性 结果 . 
其 次 , 将 r-y- BATA 7-w- 凸 算 子 结合 起 来 , 考察 了 一 类 非 线性 算 子 的 两 
个 正 不 动 点 的 存在 性 . 我 们 的 工具 基于 正规 锥 的 性 质 和 序 形式 的 锥 拉 伸 与 锥 压缩 
不 动 点 定理 . 作为 推论 , 我 们 也 获得 了 vi MATS va 凸 算 子 之 和 的 不 动 点 定 
FE. 最 后 , 将 所 得 到 的 不 动 点 定理 应 用 于 一 类 二 阶 微分 方程 的 多 点 边 值 问题 . 
在 第 四 章 中 , 首先 , 在 假定 渐 近 线性 算 子 4 存在 如 下 两 对 上 下 解 


(i) Æ u € (—P)\{0} fü v € PA (01 使 得 wi € Aui fll Avi < vi; 

(ii) 存在 us € (—P)\{O}, v € P8}, 5 ó > 0 ff uj; < u < 0 < u> < 
Aug € us — de, v9 + de € Avg 
的 前 提 下 , 研究 其 多 重 不 动 点 和 变 号 不 动 点 的 存在 性 . 获得 了 两 个 正 不 动 点 与 两 
个 负 不 动 点 以 及 一 个 变 号 不 动 点 的 存在 性 结果 . 进而 , BAS 4 为 复合 算 子 , BD 
算 子 4 可 以 表示 成 4 = KF 的 形式 , XE F: E — E ZDEEHJSIBSHT, 
K : E — E 为 正 线性 全 连续 算 子 . Æ F 在 9 点 处 Fréchet 可 微 , 根据 A, 的 性 
质 , 上 述 条 件 (ii) 可 通过 以 下 条 件 来 实现 : 

(ii) F(0)— 0, 并且 KF) 有 一 个 特征 值 Xo < 1, 对 应 的 特征 函数 v 满足 
me < Y € me, P m > 0, us > 0. 
对 于 一 些 具体 问题 , 条 件 (00)! 是 易于 检验 的 . 

其 次 , 借助 于 一 个 已 知 的 拓扑 度 为 1 的 结论 , 利用 可 微 映 射 与 渐 近 线性 算 子 
的 指数 计算 定理 , 获得 了 非 线 性 算 子 方程 至 少 存在 两 个 正解 与 两 个 负 解 以 及 两 个 
变 号 解 的 抽象 结果 . 然后 , 研究 了 格 结构 下 单 边 渐 近 线 性 算 子 的 变 号 解 和 多 重 解 . 
最 后 , 将 所 获得 的 结论 应 用 于 非 线 性 Hammerstein 型 积分 方程 与 一 类 偏 微 分 方程 
的 边 值 问题 .本章 的 工作 不 仅 对 相关 的 具体 微分 方程 的 条 件 进行 了 抽象 , 获得 了 
一 般 性 的 结果 . 而 且 也 对 其 进行 了 一 定 的 改进 , 使 其 具有 了 和 较 广泛 的 意义 

本 书 前 四 章 , 系 作者 博士 论文 的 主要 内 容 . 后 四 章 的 大 部 分 结果 已 散 见 于 作 
者 近年 来 发 表 于 国内 外 期 刊 的 论文 . 半 序 方法 与 拓扑 度 理论 已 在 偏 微 分 方程 方面 
得 到 了 广泛 的 应 用 , 限于 作者 的 认识 水 平 , 目前 尚 无 法 对 这 一 领域 展开 研究 . 但 这 
是 作者 进一步 努力 的 方向 ， 

本 书 的 出 版 得 到 了 国家 自然 科学 基金 天 元 基金 (11226119) 与 山西 省 教育 厅 
高 等 学 校 科技 创 新 项 目的 资助 . 
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第 一 章 ”预备 知识 


本 章 的 目的 是 介绍 与 本 书 有 直接 关联 的 预备 知识 , 包括 一 些 算 子 的 基本 概念 
与 定义 , 以 及 与 之 相应 的 一 些 定理 . 第 一 节 , 介绍 了 半 序 和 锥 的 基本 概念 , 包括 了 
向 量 格 的 概念 及 性 质 . 第 二 节 , 主要 讨论 有 关 时 间 尺 度 的 定义 和 一 些 计算 公式 . 第 
三 节 , 引入 了 拓扑 度 理论 和 不 动 点 指数 理论 的 一 些 概念 与 性 质 , 包括 了 正 线性 算 
子 的 Krein-Rutman 理论 . 


81.1 ” 半 序 和 锥 


本 节 的 内 容 选 自 文献 [1-4]. 

定义 1.1.1((1]) 设 X 是 一 个 集合 . 如 果 对 X 的 某 些 元 素 对 r, y 之 间 , 可 以 
定义 一 种 二 元 关系 , WA z < y, 具有 下 列 性 质 : 

(i) 对 任 给 z € X, MA x < z; 

(ii) # z <y, y < x, JI] z = y; 

(iii) # z < y, y < z, Wi z < z. 
则 称 < 是 一 种 半 序 关系 , X 在 该 半 序 下 是 一 个 半 序 集 . 

定义 1.1.2([1-3]) 设 妃 是 实 Banach 空间 , P Æ E 中 的 非 空 凸 闭 集 , 4 P W 
Æ 

(i) z € P, À > 0 = Az € P; 

(ii) x € P, —x € P = z = 0. 
则 称 P Æ E 中 的 一 个 锥 . 

给 定 Banach 空间 E 中 的 一 个 锥 P 后, 可 以 在 E 中 引入 半 序 关系 如 下 : 
z <y, WR yee P. 易 知 五 在 该 半 序 下 成 为 一 个 半 序 集 , PK E ÆHF Banach 
空间 . 

定义 1.1.3([1-3]) 设 书 是 Banach 空间 E 中 的 一 个 锥 . 若 已 含 有 内 点 , 即 P 
的 内 部 P^ z 0, 则 称 P 为 一 个 体 锥 . 

# z < y 3Ë R. z Z y, WE r< y; FPR ME, 并 且 y — z € P^, Wie 
g «€ 3. 


定义 1.1.4((1-3]) 2 P 是 E 中 一 个 锥 . 若 存在 常数 N > 0 使 得 0 < z < 


y => liell € N||y||, 则 称 P 是 正规 的 . TER N 中 的 最 小 者 叫做 P 的 正规 常数 . 


定义 1.1.5([1, 4]) 设 X 是 一 个 半 序 集 , D C X. ETE z € X, 满足 
(i) MER z € D, PA x < z; 
(ii) Æ y € X He z <y, V z € D, MAz<y. 

则 称 z 是 D 的 上 确 界 , WA z = sup D. 类 似 地 , 可 定义 下 确 界 inf D. 


定义 1.1.6([1, 4]) t X 是 一 个 半 序 集 , 若 对 任 给 z, y € X, 都 存在 sup{fz,y} 
和 inf(z, y], 则 称 X 是 一 个 格 . 若 对 任 给 按 序 有 上 界 和 下 界 的 集合 D c X, 都 存 
在 sup D 和 inf D, WEK X 是 一 个 完备 格 . 


如 果 X 是 一 个 格 . 对 任 给 z, y € X, 定义 ZVy fl z ^y 为 
x V y = sup{z, y}, z^yc-inf(z,y). 


定义 1.1.7([1, 4]) dt 五 是 线性 空间 , 又 是 半 序 集 . 如 果 半 序 结构 与 线性 结构 
相 容 , 即 对 任 给 o, BE R!, a 20,8 > 0, t1, zZə, Y1, Y2 € E, zí < T2, Yı < yo MH 
£ ax, + py € ox» + Byz, MPK 为 一 个 半 序 线性 空间 . A E 是 一 个 半 序 线性 
空间 , 并 且 在 半 序 结构 下 是 一 个 格 , 则 称 E 是 一 个 向 量 格 . 


定义 1.1.8([1, 4]) 设 马 是 一 个 向 量 格 . 对 z E E, £ 
g" =2Ve, z —(-z)V0, |z|= zV (—z). 


则 称 z+ 是 z 的 正 部 , z 是 z 的 负 部 , |z| 是 z 的 模 . 
为 了 下 文 叙述 的 方便 , 使 用 下 列 符号 : 


t4 =£", Z_ = —z 
于 是 
T =T} +T, Ir| = z, — z. 
引 理 1.1.1([1, 4]) it E 为 一 个 向 量 格 , v, y € E, WI 
(i) zt > 0, 2 > 0, zt = (—z)-, z- = (—z)*, |z| = | — zl; 
(i) t= -r m*Am = 


iii) |z| = at + x7 26; 
iv) 0 < zT <|; 0 < z < lel; 


v) —z < z < z*. 


( 
( 
( 


N 


定义 1.1.9([1, 3]) 设 P Æ Banach 空间 E 中 的 一 个 锥 . AUR E = P- P, Bil 
E 中 任何 元 素 z 均 可 表示 为 + = y 一 2 的 形式 , 其 中 y, z € P, 则 称 尸 为 生成 锥 ; 
WÈ E = P — P, 则 称 P SESE HE. 


81.2. 时间 尺度 的 计算 


有 关 时 间 尺 度 的 概念 与 基本 计算 , 可 参见 [5-7]. 
定义 1.2.1([5, 7]) 我 们 称 实数 集 R 的 任意 一 个 非 空 闭 子 集 为 时 间 斥 度 , 记 为 
T. MF te T, 分 别 定义 向 前 跳跃 算 子 o: T 一 > T 和 向 后 跳跃 算 子 p:T 一 > T 
如 下 : 
c(t) := infís € T: s > t), 
p(t) := sup(s € T : s < t). 
在 此 定义 中 , 令 inf? = sup TRA T 有 一 个 最 大 值 t, W o(t) = t), supp = 
inf T( 即 若 T 有 一 个 最 小 值 t, W p(t) = t), 这 里 0 ERZE. Æ olt) > t, 则 称 
t AAP; 若 p(t) < t, 则 称 t HARB, At < supT H o(t) = t, WPK t X 
右 稠密 ; 4 t > inf T E. p(t) = t, We 上 为 左 稠密 . 各 T 有 一 个 右 稀 焉 的 最 小 值 
m, 定义 T, = T — (my, EWS T, = T. 若 T 有 一 个 左 稀疏 的 最 大 值 M. 定义 
T* = T - (M), 否则 令 T* = T. 
定义 1.2.2([5, 6]) 对 于 /: T >R &te Tk, #4 f^(t) € R, WEA c > 0, 
存在 t 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 所 有 的 s € U, 都 有 


|f(o(t)) — f(s) — f^(t)(e(t) — s)| < elo(t) — sl. 
则 称 f dE t 点 是 A- 可 导 的 , 并 称 f(t) 为 在 t+ 点 的 A- 导数 
定义 1.2.3([7]) 对 于 f: T — R Ete T, #8 fV(t) e R, WHA e» 0, 存 
在 t 的 一 个 邻 域 U, 使 得 对 所 有 的 s € U, 都 有 
IFE) — f(s) — FY (pt) — s)| < elett) — sl. 
则 称 f 在 t 点 是 V- 可 导 的 , 并 称 Y(t) 为 f 在 t 点 的 V- 导数 . 


定义 1.2.4([5, 6]) 车 对 于 所 有 te T^, 有 FS(t) = f(t). 定义 了 的 A- 积分 
如 下 : , 
[ f)as=FW-F@, ter 


定义 1.2.5([7]) 若 对 于 所 有 te Tr, 有 BY(t) = f(t). 定义 f 的 V- 积分 如 


[19 f(s _ O(a), te T. 


引 理 1.2.1([7]) $ a, b € T 满足 a < b. > f(t) 是 一 个 定义 在 |a, b] 上 的 连 


b p(b) 
ü) f fo f FOA b pf 
(ii) | f(t)At = [o(a) — a]f (a) «fn f(t) At; 


(iii if f(t) v= fs (Vt + [b — p(d)] f (b) 


b 
(iv pi f(t)Vt = [o(a) — a] f (o(a)) + iy f (t) Vt. 


81.3 ”拓扑 度 及 不 动 点 指数 理论 


定义 1.3.1([1, 2]) 设 E, A E, Æ Banach 空间 , D c Ey, AF A: D — Es. 
若 4 将 D 中 的 任何 有 界 集 S 都 映 成 E, 中 的 相对 紧 集 ( 即 它 的 闭 包 A(S) 是 E; 
中 的 紧 集 ), 则 称 A ER D 入 E» WRAT. 若 算 子 是 连续 的 , 又 是 紧 算 子 , 则 称 
4 是 全 连续 算 子 . 

定义 1.3.2([1, 2]) 设 忆 是 一 个 拓扑 空间 , X C E. 若 存在 连续 算 子 P: E — 
X, 使 得 当 z € X 时 恒 有 Pz = 7z, 则 称 X 是 三 的 一 个 收缩 核 , 算 子 P 是 一 个 保 
ÉE Wa. 


定义 1.3.3([1, 2]) iZ E Æ Banach 空间 , S 是 E 中 的 有 界 集 . > 
a(S) = inf{d > 0|5 是 有 限 个 直径 < 6 的 集合 之 并 }， 


则 称 a(S) 是 S 的 Kuratowski 非 紧 性 测度 , 简称 非 紧 性 测度 . 
定义 1.3.4([1, 2]) Z E Æ Banach 空间 , D c E, A: D — E EZAT. 
若 存 在 常数 二 0, 使 得 对 任何 有 界 集 S c D. 都 有 


a(A(S)) < ka(S), 


则 称 4 是 D EH k REAT, 特别 地 , k < 1 时 的 大 集 压 缩 算 子 称 为 严格 集 压 
缩 算 子 ; 若 对 任何 非 相 对 紧 的 有 界 集 S c D. 都 有 

a(A(S)) < a(S), 
则 称 4 是 D 上 的 凝聚 算 子 . 

Wt E Æ Banach 空间 , X Æ E 中 的 一 个 收缩 核 , CC X 是 X 中 的 有 界 相对 
开 集 ( 即 把 X 看 成 一 个 拓扑 空间 时 , U 是 X 中 的 开 集 ), U 和 OU 分 别 是 U 相对 
FX 的 闭 包 和 边界 . 

定义 1.3.5([1, 2]) 设 X 是 Banach 空间 EB 中 的 收缩 核 ,VU CX Æ X 中 的 有 
界 相对 开 集 , A: U — X 全 连续 , 并 且 在 OU. 上 没有 不 动 点 . Sr: E — X E 
一 个 保 核 收缩 . W R 充分 大 , 使 UC Tg = {alr € E, ||| < R). 定义 A 在 UVU 上 
关于 X 的 不 动 点 指数 如 下 : 

i(A, U, X) = deg(I — Ar, Tr  r- (U), 0), (1.3.1) 
这 里 右 端 是 Leray-Schauder J£. 


引 理 1.3.1([1, 2]) 由 (1.3.1) 定义 的 收缩 核 上 的 不 动 点 指数 具有 下 列 基本 性 
质 : 

(i) 正规 性 : A 4 : U — U EXAT ( 即 存在 zo € U, 使 得 Az = xo), W 
i(A,U, X) = 1; 

(ii) 可 加 性 : dt U, c U #I U2 CU 都 是 XX 中 的 相对 开 集 , U, n U; = 0, FFA 
A Æ U\(U, U U2) 上 没有 不 动 点 , W i(A, U, X) = i(A, U1, X) + i(A, Uo, X); 

(iii) 同 伦 不 变性 : WE H [0,1] x U — X 全 连续 , 使 得 当 (t,x) € [0,1] x OU 
时 , HA A(t, x) A z, M i(A(t,-,),U,X) Bt € [0,1] 无 关 ; 

(iv) 保持 性 : dE Y 是 X 的 收缩 核 , AU) CY, Wil, U, X) = i(A,U nY.Y): 

(v) 切除 性 : 若 V JE: X 中 的 相对 开 集 , V CU, B. A 在 U\V 上 没有 不 动 点 ， 
W i(A, U, X) = i(A, V, X); 

(vi) 可 解 性 : # i(A,U, X) Z 0, W A FEU 中 至 少 有 一 个 不 动 点 ; 

(vii) 边界 值 性 质 : WE A, B: U — X 全 连续 , 在 OU. 上 没有 不 动 点 , 并 且 
Az = Br, x € OU, W| i(A,U, X) = i(B,U, X). 


定义 1.3.6([1, 2]) £ E, Al Bo 是 Banach 空间 , DH E, 中 的 开 集 ,4 :DD — 
E», ro € D. 若 存 在 有 界线 性 算 子 B: E, — E», 使 得 
， || A(ao +h) — Azo — Bh|| = 


li 0. 
|] 0 IL] 


C 


则 称 算 子 4 在 点 zo 处 是 Fréchet 可 微 的 , B 叫做 4 在 点 zo 处 的 Fréchet 导 算 
Fa p A. 

引 理 1.3.2([1, 2]) it D C E, BHR, A: D 一 > Bo 是 全 连续 算 子 , FA 
点 ro € D 处 Fréchet 可 微 , W) A^. : E; — Bo 是 全 连续 线性 算 子 . 

定义 1.3.7([1, 2]) E A : D — Eo, D 包含 E, 中 某 球 的 外 部 ( 即 存 在 R > 0, 
使 得 vz € E, ||z| > RRA z € D). 若 存 在 有 界线 性 算 子 B: E, — E», 使 得 

| Az — Bz|| 
lim ——— = 
lzl=+ — ||z| 

则 称 算 子 4 在 无 穷 远 oo 处 Fréchet 可 微 , B 叫做 A XE oo 处 的 Fréchet BAF, 
WA AX, Bl AL = B. 34 AL 存在 时 , 称 A 为 渐 近 线性 算 子 . 

引 理 1.3.3([1, 2) # A: D — E» 是 全 连续 的 渐 近 线性 算 子 , 则 ALL: 
E, — Es. 是 全 连续 线性 算 子 . 

定义 1.3.8([1]) 设 O 是 Banach 空间 E PRR, A : Q — E 全 连续 ， 
f = I-A, zo € QFE f E Q AMAA, 即 存在 > > 0, 828 T, = (z| lz 一 zoll < 
r) CQ, 并且 zo Æ f dE T, 中 唯一 的 零点 (Bl 4 唯一 不 动 点 ). 定义 


0, 


ind(I — A, zo) = deg(I — A, T,, 0) 


并 称 ind(I 一 4,zo) X I — A 在 零点 zo 处 的 指数 . 
定义 1.3.9((1]) Vt A: E — E RER, 并 存在 R > 0, 使 得 对 任 给 z € E, 
llz|| > R, 都 有 Az Z x. 定义 
ind(J 一 4,co) = deg(I — A, Tr, 0), 


并 称 ind(7 — A, oo) A I — A f£ oo 处 的 指数 . 


i E Banach 空间 , P Jy E PIER, A: E — E. # rre P HEAT 
方程 
z = Az, (1.3.2) 
则 称 z 为 算 子 方程 (1.3.2) 的 正解 ; # z € —P 满足 (1.3.2), WE z 为 (1.3.2) 的 
负 解 ; 若 ze E\(PU(—P)) 满足 (1.3.2), 则 称 z 为 (1.3.2) 的 变 号 解 . 
7i ro € EAO} 满足 4zo = zo, 其 中 入 是 某 实数 , 则 称 入 是 4 的 特征 值 , zo 
是 4 的 属于 特征 值 和 的 特征 函数 . 


.6. 


É E E: Banach 空间 , P Æ E 中 的 一 个 锥 , B: E — E Jé1EZRTETE T. 即 
B(P) c P. 

引 理 1.3.4([1, 8]) it P 是 Banach 空间 E 中 的 生成 锥 , B 是 上 正 的 全 连 
续 线 性 算 子 , 并 且 谱 半径 r(B) > 0, W B 必定 存在 正 特征 元 属于 PHO} 对 应 的 
特征 值 是 -1(B), 这 里 7-1(B) = (r(B)) !. 

定义 1.3.10([9]) 令 A: D — E d&—^ SET, ee P0}, B. zo € D. 车 对 
于 任意 给 定 的 e > 0, 存在 5 = 6(e) > 0, 使 得 对 所 有 的 zeED X ||z — zo|| < ó, 都 
有 


—ee < Ar — Aro < ee. 


则 称 4 在 zo 处 e- 连续 . E AED 上 的 每 一 点 都 e- 连续 , 则 称 A ED be & 
续 . 


第 二 章 ”一 类 带 扰动 的 混合 单调 算 子 的 不 动 点 定理 及 其 应 用 
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1987 4E, 郭 大 钧 先生 和 Lakshmikantham 教授 在 文 [10] 中 首次 提出 了 混合 单 
调 算 子 的 概念 , 该 概念 不 仅 可 直接 应 用 于 数学 领域 , 统一 增 算 子 和 减 算 子 的 结论 ， 
而 且 可 应 用 于 工程 、 生 物化 学 、 核 工业 等 学 科 抽象 出 来 的 非 线性 方程 [3, 10-19]. 

近年 来 , 带 有 挑动 的 非 线性 算 子 的 不 动 点 理论 获得 了 一 些 进展 . 文 [13] 证 明 
THF A= B+C 的 正 不 动 点 的 存在 唯一 性 与 迭代 收敛 性 , 其 中 是 一 个 正 线性 
算 子 , 且 谱 半径 r(B) < 1, C 是 一 个 y- MAF. x [14] 获得 了 算 子 C = A+ D 
的 正 不 动 点 的 存在 性 和 唯一 性 , 其 中 4 是 减 算 子 , B 是 一 个 次 线性 算 子 . 进一步 ， 
x [15] 借助 于 半 序 方法 、 锥 理论 以 及 迭代 技巧 , 研究 了 序 Banach 空间 E 中 的 算 
子 方程 4(z,zZ)+Bz=z 的 解 的 存在 唯一 性 , 其 中 A 是 带 凹 凸 型 的 混合 单调 算 
C. H B 是 一 个 仿 射 算 子 . 其 主要 结果 为 : 

定理 2.1.1([15]) te P Æ E PERE, N X P WERKS, u,v € 
POD(B), u < v, AT A: [u,v] x[u, v] — 五 是 混合 单调 算 子 , HB: D(B) — E 
为 [u,v] 上 的 仿 射 算 子 , 即 


B(tz + (1 — t)y) = tBx + (1 — t)By, z, y € [u,v], t € [0,1]. 


我 们 还 假设 

(i) 对 固定 的 y, HF Aly): [u v] — E 是 四 的 ; 而 对 固定 的 z，4(z，) : 
ju, v] — E ELAT; 

(ii) (I — B)! : E — D(B) FEAF lu 一 Bu,v 一 Bv] 上 为 增 算 子 ; 

(iii) A(u, v) > u, A(v,u) < v, Bu > 0, Bu < 6; 

(iv) 存在 mo € NU {0} 使 得 

Umg4-1 2 5 (moa ES tima); 
这 里 
ug = u, Ug = V, 


Un = (I = By 1 A(u, 4, Un-1); Un = (I x B) ! A(vs 4, o1), n = 1, 2, ka 


Nm 


则 方程 A(z,z)+ Bz = z TE [u,v] 中 有 了 唯一 正解 z*, EDXEDA (20, yo) € [u, v] x [u, v] 
为 初 值 的 迭代 序列 


Tn = (I i B) A(2n—1; n1). Un — (I = B)~'A(Yn—1; 2n-1); n = i2 Put ag 


我 们 有 
ee m ey 
及 收敛 速率 
2N? , 2N? 
zmorn — 2*|| < lv — uj, [Ymon — z*|| € lv — ul,n21,2,-.. 


T, + 1 T n+l 


x [17] 建立 了 一 类 带 有 次 线性 扰动 的 混合 单调 算 子 的 不 动 点 定理 . 

另 一 方面 , 注意 到 在 获取 混合 单调 算 子 的 结果 时 ， 上 下 解 条 件 通常 起 着 重要 
的 作用 , 参见 定理 2.1.1 中 的 条 件 (ui). 然而 对 于 具体 的 非 线 性 方程 而 言 , 此 条 件 
并 不 容易 验证 . 因此 , 如 何 解 除 上 述 条 件 是 一 个 有 趣 而 令 人 感 兴趣 的 课题 , 有 众多 
学 者 致力 于 这 一 问题 . 在 不 假定 上 下 解 存在 的 前 提 下 , >: [20] 证 明了 7-y- MAF 
的 不 动 点 的 存在 唯一 性 与 迭代 收敛 性 , 进一步 , 文 [21] 在 序 Banach 空间 中 考虑 
了 一 类 非 线 性 算 子 方程 x = Az + zo, 其 中 A 是 一 个 单调 的 广义 止 算 子 . 特别 地 ， 
作者 并 未 假定 上 下 解 条 件 的 存在 性 . 

贯穿 本 章 , E 是 赋予 范 数 |] 的 实 Banach 空间 , P Æ E 中 的 锥 , 0 是 五 中 
的 零 元 , P* = PA(0). 在 五 中 引入 半 序 关系 如 下 : z < y 如 果 y — z € P. 称 
A: Px P — P 是 混合 单调 算 子 , d 4(z,y) 关于 z 是 增 的 , 且 关 于 y 是 减 的 ， 
Bl: u vi (i = 1,2) € P, u < ug, v > vo MARE Alu, v) € Aluz, v2). Æ 
A(z, £) = z, J| x € P RA A 的 不 动 点 . 

对 于 所 有 的 z y € E, 记号 z ~ y 意味 着 存在 入 > 0 及 / > 0 使 得 
Ar € < nz. 显然 , ~ 是 一 个 等 价 关系 , AE h >o (BH h > 0 B. h Z 0), RNA 
P, 表示 集合 P, = (z € E | z — h). 容易 看 到 P, C P eR EXIT AA 
À > 0, FAR, = Pr Æ P Z ( H heP, B l, P, = P. 

Gf B: E — ERRARRHAT, 4 B(sz) < sBz z € P, s > 1. 

以 上 讨论 的 概念 及 定义 可 参见 [3, 10, 12]. 关于 混合 单调 算 子 的 较 新 的 一 些 
结果 及 相关 的 论述 , 可 参见 [11, 18, 19, 22]. 最 近 , X [19] 引入 了 以 下 h- 凹凸 算 
子 的 概念 : 


定义 2.1.1([19]) SEF A: P, x P, — P, B. h e Pt. RAPE n(u, v, t) > 0 


TT 


使 得 
Altu, ttv) > t(1+n(u,v,t))A(u,v), Vu, ve P, B 0<t<1. 


则 A 是 一 个 h- MAS. 
在 不 假定 耦合 上 下 解 存 在 的 前 提 下 , 作者 证 明了 如 下 定理 : 
定理 2.1.2([19] 设 P 是 实 Banach 空间 E 中 的 一 个 正规 锥 , h € P+, A: 
P, x P, — P, 是 一 个 混合 单调 及 h- Uria f. 假设 以 下 条 件 之 一 成 立 : 
(A1) 对 于 任意 的 t E (0,1), n(u, v, t) 关于 u € P, 非 增 , SEF v € Ph JEW; 
(A2) 对 于 任意 的 te (0,1), nlu, v, t) 关于 u € Ph 非 减 , SEF v € Ph 非 增 , 并 
且 存 在 zo, yo € Ph, A zo < yo 使 得 lim, .o+n(zo, yo. t) = +00. 
则 4 有 唯一 的 不 动 点 z^. 进而 , 作 迭 代 序 列 


In = A(@_~1;Yn—-1); Un = A(Yn-1; Tn_1), n=1,2,---, 
对 于 任意 的 初 值 £o, yo € Ph, 4 n — oc Bf, 有 |z, —z*|| — 0 E |lyn—2*|| — 


0. 
在 本 章 中 , Bef BYP OE BEG A IE O79, 获得 了 以 下 算 子 方程 


A(z,z)+Br=2, TEE, (2.1.1) 


的 解 的 存在 与 唯一 性 , 其 中 4 是 混合 单调 算 子 , B 是 次 线性 的 , 并 且 已 是 实 的 半 
FF Banach 空间 . 我 们 对 所 讨论 的 算 子 4 不 要 求 耦合 上 下 解 的 存在 性 . 最 后 , 将 
抽象 结果 应 用 于 非 线 性 积分 方程 以 及 时 间 尺 度 上 的 二 阶 边 值 问题 , 获得 了 其 解 的 
存在 唯一 性 与 迭代 收敛 性 . 


82.2 ”抽象 定理 


我 们 的 结果 为 以 下 定理 : 

定理 2.2.1 4 P 是 实 Banach 空间 E 中 的 正规 锥 , H A: Px P— P ER 
RAWAT. S B: E — E 是 次 线性 的 . 假设 对 于 所 有 的 a < t < b, 存在 区 间 
(a, b) 上 的 两 个 正 值 函数 r(t) 和 p(t, x,y) 使 得 

(Hi) 7 : (a,b) — (0,1) 是 一 个 满 射 ; 

(H3) p(t,z,y) > T(t), V t€ (a,b), z, y E€ P; 
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(H3) A (r0. sv) > y(t, 2, y)A(z,y), V t€ (a,b), z, ye P; 
(Hj) (I — B)! : E — E FEH HEWES. 
对 于 任 给 的 te (a,b), 当 固定 y 时 , p(t, x,y) 关于 z 是 非 减 的 ; 当 固定 z HT, 


XT oy 是 非 增 的 . 此 外 , 假设 存在 h e PN(0) B. to € (a, b) 使 得 


h. (2.2.1) 


则 

(i) 存在 uo, v; € P, H r € (0,1) fEf& rv € uo € uo, uo < (I — 
B)~'A(uo, vo) € (I — B)~'A(v9, uo) € vo; 

(ii) 方程 (2.1.1) 在 [uo, vo] 中 有 唯一 解 2*; 

(iii) 对 于 任意 的 初 值 to, yo € Ph, 作 和 迭代 序列 


En = (I — B) 1A(z,-u Yn), Yn = (I — B)*A(yn-1,2n-1), n = 1,2,: 


34 n — oo 时 , 我 们 有 |z, — z*]j — 0 H [lys — z*|| — 0. 

定理 2.2.2 4 P 是 实 Banach 空间 E 中 的 正规 锥 , H A: Px P — PE 
混合 单调 算 子 . + B: E — E EKREN. 假设 对 于 所 有 的 a < t < b, 存在 区 
间 (a,b) 上 的 两 个 正 值 函 数 r(t), w(t, m. y) 使 得 定理 2.2.1 中 的 性 质 (H,)-(H,) 满 
足 . 对 于 任 给 的 te (a,b), BIZE y 时 , y(t, m y) 关于 z 非 增 ; 固定 z 时 , 关于 y 非 
WR. 此 外 , 假定 存在 h € PA(0) I to € (a, b) 使 得 


h 
T r(to)h ) " 


r(to)h € (I — B)! A(h,h) < id (s rii (2.2.2) 


则 定理 2.2.1 中 的 结论 (i), (ü) 及 (iii) 均 成 立 . 


定理 2.2.1 的 证 明 为 方便 起 见 , 我 们 定义 C = (I 一 B)! A. HAT B 是 次 
线性 算 子 可 得 B0 > 0, 结合 (Ha), 我 们 有 


0x(I-B)!0«(I—-B)!z, ze P. 


故 (I 一 B) 是 一 个 正 算 子 . 因此 , RITE C : P x P — P. 根据 条 件 (H4), 我 
们 知道 C 是 混合 单调 的 . 
既然 B 是 次 线性 的 , 可 得 对 于 任意 给 定 的 zeE P X o € (0,1), 有 


(I — B)(oz) € a(I — B)a. 


从 而 
(I — B)(a(I — B)!z) € o(I — B)(I — B) 1z = oz, 


即 
(I — B)(a(I — B)^!z) € az. 


因此 , 我 们 有 
a(I — B)"'x < (I — B) (az). (2.2.3) 


对 于 任意 给 定 的 上 e (a,b), 由 条 件 (Hi)-(H4a) 及 (2.2.3), 可 得 
C (rz. tay) = (I - BY? A (r(02. dv) 
> (I — B)" y(t, v, y)A(a,y) 
> v(t, z, y) — B) A(z, y) 
= e(t. £, y)C(z, y). 


既然 (to) < eto. h, h), 我 们 能 取 一 个 正 整数 大 使 得 


(to, h, h) \* 1 
( T (to) ) > rh) n. 


4 uo = [rdtojjtj vo = ph. 并 且 作 选 代 序列 


(2.2.4) 


Un = C(un-1, S1, Un = C(Un-1, Un-1), n= 1,2,... 


SBA, uo, Vo € P, H uo < vo, uj = C(uo, vo) < C(vo, uo) = vi. 一 般 地 , 可 得 
Un < Un, n = 1,2,+++. 注意 到 y(t, r, y) > r(t), V t € (a,b), z, ye P. 结合 
(2.2.1) 5 (2.2.4), 有 


ui = C (uo, vo) = C (Ir (to)]"h, FE) 


= C (r(to)fr(to)}*A, dores =) 
> e (to, [r(to) “h, ra) C (rtt I asas 
= (to, [r(to) PA, Fase E A» (£9)] ^h, zio rape rale) 
> e (to [rt] hs eden) o (tos Fr(to)]t 21, Marc ([r(to)]**h, 


>... > (to, |r(to)]°[1h, eade ) e (tos [r (to)]Ë 2h, es) 
(to, h, h)C(h, h) 

> [r(to)] y(to, h, h)C(h, h) 

> [r(to)]*h = uo. 


由 (2.2.4), 可 得 
T 1 
C (row) < Se =. cee) G anri) 


注意 到 y(t, r, y) RTF z SEMAN, HAF y 是非 增 的 , 由 (2.2.1), (2.2.5) 及 (2.2.6), 
可 得 
vı = C(v, uo) = C (ati .[r(to)|*h) 


=C (二 -于 一 7(to)[r (t) A) 


C(ry) Vte€(a b, x, y€ P. (2.2.6) 


<—— * (peer fr (tol?) 
o( tora pe tr(to)lkh) ro 

St ë (去 i .7(to)[r(to)]*2h) 
e [o Fa {r(to))*h) (to) [rtto) "2 

" 1 1 c( h ,[r(to)]*-*h) 
e(t edge tr (olsh) (toe rin) [r(to)] ^7? 

D 

< 1 2 C(h, h) 
APO dreon) lozig Coh 


MT NEN 
[e(to,h,h)| T (to) 

1 — 
S par^ = te. 


于 是 , 我 们 得 到 
Ug < Uy < t < t. (2.2.7) 

依 此 类 推 , 容易 获得 
Uo < Ul SW ios 


FUERA r € (0, [r(to)]?*), 那么 re (0,1) H uo > rvo. 这 样 , 我 们 可 知 


< Un < ::: < Uy Xe XX. 


Un Z üg > Tvg > Tüm, M= 1, Zeev. 


<18 


> 


Ta = sup[r > Olu, > fu), n21,2,*- 


故我 们 有 Un > rv n = 1,2,---, 从 而 


Un+1 之 Un Z TnUn 之 TnUn+1, N = 1, 2, "a 


因此 ， Tn4l > Tns 即 
ÜO<r ST S. ST S ov S 1. 


令 r* = lim rn， 我 们 将 证 明 r* = 1. 事实 上 , # 0 < r* <1, H (H) 可 得 , 存在 
t, € (a,b) (87% (ti) = r^. 考虑 以 下 两 种 情形 : 
(i) 存在 一 个 整数 N 使 得 ry = r*. 在 此 种 情形 下 , 对 于 所 有 的 n > N, S 
rn = r* H u, > ro, 进而 
Unt1 = C(Un, Un) > C (rt, lus) = Ç (rw 起 
> (ti, Un, Un)C (Un, Un) > vti, uo, vo)C (va, Un) 


= (ti, Uo, Yo)Ungi, n2 N. 


根据 rn 的 定义 , 我 们 有 


fati = $7 > oltu tig to) > 7) ="; m > N, 


这 是 一 个 矛盾 . 
(ii) 对 于 所 有 的 整数 n, r, < r*, RITA 0 < 0 < 1. 从 条 件 (Hi) 可 知 , 存在 
Zn € (a, b) (18 r(z,) = =. 于 是 


ptt 


Unt1 =C(Un, Un) > C (Tat Lun) =C (Eron, == u) 
= € (rst seges) > e (2n Un deus) O (r^ dus) 
>Y * d JC (t } — 
zw Zn; T Ug, r* Uo T 1)Un; T(t) Un 
Q (Zn, T *uo, vo) (t1, Uns us) C (Un, Un) 
> @ (2n, ruo, X-vo) ylti, uo, U0)Un+1- 
H r, 的 定义 , 我 们 有 


a, d r 
Tn412 € (ær Uo, iw) gti, Uo, vo) > T(zn)v(ti, uo, vo) = zx (his uo, vo). 


4 n — co, A 


* 


r* > (ti, Uo, vo) > Thi) = r 
这 也 是 一 个 矛盾 . 故 lim r, = 1. 
进一步 ， 与 文献 [20] 中 的 定理 2.1 的 证 明 相 似 , 存在 z* € [uovo] 使 得 
lim Un = lim Un 一 TY 并且 z* 是 算 子 C 的 不 动 点 . 
接 下 来 , 我 们 证 明 z* 是 算 子 C 在 P, 中 的 唯一 不 动 点 . 事实 上 , 假设 z, € Ph 
BAF C 的 另 一 个 不 动 点 . < 


1 
a=sup{0<e<l jer. sasa). 
c 


显然 , 0 < oi < 1 E. ar < z* < ga. # 0 < o < 1, HARE (H) 可 得 , 存在 
to € (a, b) 使 得 T(to) = €. 那么 


z' = O(x*,2") >C (cite, iz.) = C [r (ta), 


1 
xi.) 


> (to, Ze z,)O(z,,z,) = (to, Ly, Le) Ls, 


并 且 
a = C", z) < C (1 ias oz.) = C (Hte r(ta)z, ) 
1 = 1 
S aaee] nid m Vries] 
(ta, £a) € p | t Te T(t5)z 
QU, T, Tr) S ?' r(t3)' 2]. |; 
我 们 有 


1 
(fo, La, £a) 
进而 , ci > (to, 4,24) > T(t2) = ei, 这 是 一 个 矛盾 . 故我 们 有 cl = 1, 即 z, = z*. 
因此 , C 在 P, 中 有 唯一 的 不 动 点 . 注意 到 [uo vo] C Ph, 我 们 可 知 z* BAF C 
在 [uo, vo] 中 的 唯一 不 动 点 . 对 于 任意 的 初 值 zo, yo € Ph, 我 们 能 选取 一 个 小 的 
数 € (0,1) 使 得 


* 


(t3, Le, Dy Ze < T < 


dh. 


1 
eh € zo € zh. Eh < yo € zR. 
€ 


从 条 件 (Hi) 可 知 , 存在 ts € (a, b) £a T(t3) = e, 于 是 


1 
T(ts)h < To < ny T(t3)h < Yo < 


(t3) 


我 们 可 选取 一 个 充分 大 的 正 整 数 q 使 得 


(ze h, 2y ] 
T (t3) = T(t) 


取 tio = [r(t3)]*h., vo = rise 易 见 


tio < zo < ĉo, tio < Yo < bo. 

VER AUF AU 

Za =C(En-1,Yn-1), Yn =C(Yn-1,En-1), N=1,2,.., 

ün =C (ûnt 0.-1), @ = Clini, tin-1), ñ= 1,2,-... 
基于 算 子 C 的 混合 单调 性 , 我 们 有 

tin SIn € On, tin S Yn Stn, n=1,2,... 
与 上 述 证 明 相似 , 我 们 可 知 存在 y* € Ph 使 得 
C(y.v)-y. lim ûn = lim ó, = y". 

既然 算 子 C 在 Ph 中 存在 唯一 不 动 点 , 我 们 有 y* = ct. 考虑 到 P 是 正规 的 , Ri 
f lim a= fim us c as BOE 


定理 2.2.2 的 证 明 与 定理 2.2.1 的 证 明 相 似 , 我 们 仅 需 检验 (2.2.7) 成 立即 
可 . 

对 于 任意 给 定 的 t € (a, b), 注意 到 p(t, xr, y) 关于 z 非 增 , 并 且 关 于 y FER, 
H (2.2.2), (2.2.4) 及 (2.2.5), 可 得 


uı = C(ug, vo) = C ([rto))h. ry) 
> e (tort). heer) ç (tos [Co], een) to. AJC Ch h) 
> [e(to, h, h)]*r(to)h 
> [r(to)]^h = uo. 
同时 注意 到 p(t,z,y) > r(t), V t € (a,b), z, y € P. 结合 (2.2.2) 5 (2.2.6), 可 得 


v = C (to, ug) = C (eds: [r(to)]*h) 


<- l  ..— U h) 
e (toe) o( topi irtoa) (torzo) 


C(h, h) 


TENES 1 
[ro (to, #7 (to)h) 


< Fug? = vo. 

故我 们 可 知 (2.2.7) 成 立 . 剩余 的 证 明和 定理 2.2.1 相似 , 为 简便 起 见 , 我 们 略 去 . 

注 记 2.2.1 与 定理 2.1.2 相 比 , 本 文 的 主要 工作 为 : 对 算 子 4 的 限制 进行 了 
弱化 , 即 定理 2.1.2 中 的 条 件 “4 : P, x P, 一 > PP” 分 别 被 定理 2.2.1 中 的 (2.2.1) 
以 及 定理 2.2.2 中 的 (2.2.2) 取代 . 进一步 , 我 们 也 去 掉 了 定理 2.1.2 中 的 条 件 “ 存 
在 zo, yo € Ph, A xo < yo 1H lim, .o« (20, Yo, t) = +00”. 

根据 文献 [14] 中 的 推论 2.5 的 证 明 , 我 们 可 获得 以 下 推论 : 

推论 2.2.1 4 P J&3: Banach 空间 已 中 的 正规 锥 , 并 且 算 子 4 :已 xP — P 
是 混合 单调 算 子 . 4 B j: E 中 的 线性 算 子 , 使 得 

(C1) ||B|| < 1, FESZ b > 0 ER B+ bI > 0; 

(Co) A 满足 定理 2.2.1 或 定理 2.2.2 中 的 条 件 . 
则 方程 (2.1.1) 在 [wo,zol 中 有 唯一 解 z*. 


82.3 ”对 积分 方程 的 应 用 


我 们 考察 如 下 非 线性 积分 方程 


J G(t,s)|[f(z(s))+g(z(s))|ds = [1-- Gi(t)]x(t) - Go(t)x(t--7), t € R, (2.3.1) 


其 中 a, a. K r 均 为 实数 .关于 非 线 性 积分 方程 的 系统 讨论 , 读者 可 参看 专车 
[23]. 

4 E = CR) 表示 所 有 定义 在 R 上 的 连续 有 界 函 数 构成 的 集合 , 易 证 在 上 
确 界 范 数 下 为 Banach 空间 . 定义 E 中 的 锥 P WF: 


P = {x € Elz(t)>0, VteE R}. 


EH 2.3.1 假定 以 下 条 件 成 立 : 

(D1) 4 Gi, G> € E, Git, s) 为 定义 在 R x [cl, a2] 上 的 一 致 连续 函数 ， f(z) 
是 增 的 , g(x) 是 减 的 , 并 且 , 对 于 z > 0, A f(x) > 0, g(x) > 0; 

(D2) FFHE g, gi. g2 € [0, +00) 使 得 0 < G(,s) < g, 0 < Gi(t) < g, 0 < 
G»(t) < go, Hogi g2 < 1, KH t € R, s € [ai as]; 


(Ds) 存在 定义 在 区 间 R 上 的 函数 T(t), e(t.zi, 2) 使 得 7 : R — (0,1) 是 
一 个 满 射 , B. plt, ziza) > T(t), V t € R, zi, z» € P 满足 


f i Glt,s) KOZO is (521) | ds 
> pines J ° G(t,s)[f(a)(s)) + 9(zə(8))]ds, V p € R, z, za € P; 


(Da) 对 于 固定 的 t € R, y(t, 21,22) 关于 zl 非 增 , HÆF zs 非 减 ; 
(Ds) 存在 es PN(0) to E€ R Ef 


T(to)e(t) < LÍ G(t, s)[f(e(s)) + g(e(s))]ds + Ga(t)e(t + 7) — Gi(t)e(t) 


e(t) 
< ferr oet) e(t, V t€ R. 


= T(to) 


则 积分 方程 (2.3.1) 在 P. 中 有 唯一 解 x*. 
定理 2.3.1 的 证 明 我 们 重 写 积分 方程 (2.3.1) 如 下 


a(t) = N G(t, s)[f (z(s)) + g(x(s))]ds + Go(t)a(t +7) — Gi(t)z(t), t € R. 
A( daft) = J G(t, 8)[f(a(s)) + g(za(s))|da, t € R, 
Br(t) = Gə(t)z(t -- T) — Gi(t)z(t), t€ R. 
根据 条 件 (Dı) TA, A: P P — P 是 混合 单调 算 子 . 
对 于 线性 算 子 B, 我 人 有 |B| < 2 + c1, E BM > OME b > g R 
Y. 
另 一 方面 , 对 于 任意 给 定 的 p C€ R 和 zi, z€ P, 从 条 件 (Ds) 可 得 


Arwen dg) = ea [ftne +9 (jm) )| a 


= lapu m) 1 ^ Gt, s)[Püsy(s)) + lede 


= vu, Z1, z9)AÀ(11, T2). 
也 即 


1 
A (rw, 5^) 2 vp, x1, 22) A(21, 12), HE R, Ti, T2 € EH. 


此 外 , 由 条 件 (Ds) FTU, 对 于 任意 给 定 的 t € R, 我 们 有 


=| G(t,s)[f(e(s)) + g(e(s))]ds + Ga(te(t + 7) — G) (t)e(t#) 


ai 


p(to, =o) ,T(to)e(t) ) 


这 样 , 推论 2.2.1 中 的 所 有 条 件 满足 . 由 推论 2.2.1, 可 获得 积分 方程 (2.3.1) 在 P, 
中 有 唯一 解 
82.4 ”对 时 间 尺 度 上 的 边 值 问题 的 应 用 


在 这 一 节 中 , 我 们 将 定理 2.2.2 应 用 到 以 下 时 间 尺 度 上 的 带 Sturm-Liouville 
边 值 条 件 的 二 阶 边 值 问 题 


(PYNE) + [ft, y(t)) + g(t, y()] = 0, t € (a, Or, (2.4.1) 
ay(a) — B(py*)(a) = 0, yu (b) + d(py*)(b) = 0, (2.4.2) 
其 中 
p: [a,c(b))gy — (0,+00), p € Cla,o(b)]z, (2.4.3) 
alb) Ar 


B, 6€(0,+00), a, y € [0,+00), By +að tay | pr > 0. (2.4.4) 


时 间 尺 度 上 的 动力 学 方程 的 研究 可 回溯 到 其 创建 者 Hilger 教授 [24], 在 理论 
和 应 用 上 仍然 是 一 个 刀 新 的 领域 . 近年 来 , 对 于 时 间 尺 度 上 的 二 阶 边 值 问题 正解 
的 存在 性 研究 , 获得 了 广泛 的 关注 . 此 种 研究 可 对 既 作 用 在 连续 时 间 又 作用 在 离 
散 时 间 上 的 一 些 现象 提供 较 准 确 的 信息 . 读者 可 参看 [5-7, 25-33]. 我 们 主要 叙述 
Anderson and Wong [26], Jankowski [30] 及 Wang, Wu 和 Wu [33] 的 一 些 结果 ， 
正 是 这 些 结果 激发 我 们 考察 问题 (2.4.1) 与 (2.4.2). 

在 文 [26] 中 , Anderson 和 Wong 研究 了 以 下 时 间 尺 度 上 的 二 阶 半 正 边 值 问 
题 

(py^)V (t) + Af(t,u(t)) = 0, t € (a, br, 


其 带 有 Sturm-Liouville 边 值 条 件 (2.4.2). 


另 一 方面 , 上 下 解 方法 已 被 广泛 地 用 于 证 明 时 间 尺 度 上 动力 学 方程 的 解 的 存 
在 性 . 在 文 [30] #, Jankowski 考察 了 以 下 时 间 尺 度 上 的 带 导 数 项 的 二 阶 动力 学 
方程 

—a^^ (t) = f(t,z(t),z(a(t))) = (Fz)(t), t € [0, Thr, 
z(0)= ki € R, xz(T) = ko € R. 


通过 上 下 解 方法 , 获得 了 上 述 问 题 有 一 个 最 小 解 和 最 大 解 . 
在 文 [33] 中 , Wang, Wu 与 Wu 考察 了 以 下 边 值 问题 的 广义 拟 线性 化 方法 


—(p(t)x)¥ + alt)? = f(t, 2°) + 9(t,2%), t € [a, br, 


niz(p(a)) — raz^(p(a)) = 0, z(o(b)) — rsz(n) = 0. 


[33] 的 主要 特点 是 对 SO (t,x), gP(t,2)(1 <i < k) 放宽 了 单调 性 的 条 件 , 使 之 包 
含 了 更 一 般 的 上 下 解 的 含义 . 因此 , 对 于 时 间 尺 度 上 更 大 的 非 线 性 函数 类 , 确保 了 
其 迭代 序列 的 高 阶 收敛 性 . 

EX [32] F, 我 们 考察 了 以 下 时 间 尺 度 上 的 m 点 边 值 问题 


AV (t) + f(t,u(t)) =0, t € [0,1] C T, (2.4.5) 


m—2 


Bu(0) — yu^ (0) = 0, u( = 2 a;u(&;), m > 3. (2.4.6) 


通过 考察 非 线性 项 f 在 某 些 有 界 集 上 的 “高 度 ”, 借助 于 单调 迭代 方法 , 我 们 不 
仅 获 得 了 问题 (2.4.5) 和 (2.4.6) 的 正解 存在 性 , 而 且 也 建立 了 逼近 解 的 迭代 格式 . 
EZKE, 我 们 将 上 下 解 方法 和 范 数 形式 的 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 结合 了 起 
来 . 

注意 到 在 文献 [30, 33] 中 , 上 下 解 条 件 都 是 必需 的 , 文献 [30, 32, 33] 的 研究 者 
仅仅 探讨 了 其 正解 的 存在 性 . 因此 , 一 个 自然 的 问题 是 讨论 问题 (2.4.1) 和 (2.4.2) 
的 解 的 存在 唯一 性 和 迭代 收敛 性 . 

为 了 获得 我 们 的 主要 结果 , 我 们 建立 以 下 一 些 引 理 . 这 些 引 理 都 是 基于 以 下 
带 有 边界 条 件 (2.4.2) 的 线性 方程 


—(py^)V(t) = u(t), t € (a, b]. (2.4.7) 
定义 常数 d 如 下 : T 
-—— T of 
d := By + aô + ap ary" (2.4.8) 


. 90. 


引 理 2.4.1([26]) 4 (2.4.3) 和 (2.4.4) 成 立 . 则 非 齐 次 边 值 问题 (2.4.7), (2.4.2) 
有 唯一 解 v. 其 表示 形式 为 


b 
y(t) =j G(t, s)u(s)Vs, t € [a,a(b)|z, 


其 中 Green 函数 Gt, s) 表 为 


i COFACE a <s <t < o(b), 


G(t,s) = — 


d t AT _ alb) Ar 
(a+. f =) (re f =): a < t < s < o(b), 


(2.4.9) 
对 于 所 有 的 ts € [a,o(b)]r 成 立 , 这 里 的 d 由 (2.4.8) 确定 . 


引 理 2.4.2([26]) 假设 (2.4.3) 和 (2.4.4) W. W (2.4.9) 中 的 Green PRX 
G(t, s) 满足 


g(t)G(s, s) € G(t, s) € G(s,s), t,s € [a, o(b)]r, 
其 中 9 由 下 式 给 出 
c Ar t Ar 
e| Kan oy 
a) Ar 
i af p(T) 


4> Banach 空间 B = Cla, ol( (b)]r, 赋予 了 范 数 llull = = SUPrela,o(b)]r [u(t) Jl. 定义 
# K c B WF 


€ [0,1].  (2.4.10) 


K = (u € B| u(t) > 0). 


tela ds 
我 们 的 结果 为 以 下 定理 : 
定理 2.4.1 假设 以 下 条 件 成 立 : 
(五 ) f, g : (a,b]r x [0, +00) — [0, +00) 是 连续 函数 ; 
(E2) 对 于 固定 的 t, f(t.u) RF u JEW, g(t, u) 关于 JEH; 
(Es) 存在 定义 在 区 间 (a. br 上 的 函数 T(t), plt, yi, y2) E1 z : (a.b); — 


sgi’ 


(0,1) 是 一 个 满 射 , plt, y y2) > T(t), V t € (a,b)7, vi. yo € K, 并 且 满 足 


" Git, [f(s,r ons (8) +9 s, uns) Vs 
T(A) 


2 unis G(t, s)[f(s.ai(8)) + g(s, ux(s))Vs. VÀ € (a,b), vi. yo € K; 


(Ea) 对 于 任意 的 teE (a, bjr, 当 固定 yo 时 , y(t, ui v2) 关于 vi 非 增 , 当 固 定 
yi WYy(t, y1: Y2) 关于 yo 非 减 ; 
(Es) 存在 he K\{0} E to € (a,b) (#7 V t € [a,0(b)|7, 有 


p (to, A, r(t)h(t)) 
T(to) 


则 问题 (2.4.1) 和 (2.4.2) 在 K, 中 有 唯一 的 正解 好 ， 进 而 ， 对 于 任意 的 初 值 
To, Yo € Kn, 作 和 迭代 序列 


T(to)h os fia G(t, s)[f (h(s)) + g(h(s))]|Vs < h(t). 


b 
=| G(t, s)[f(s, zn-1(s)) + 9(s, Yn-1(s))]V8, te [a,o(b)]r, n=1,2,..: 


= f GE Flm) +g (IS, te sob) m= 12 
34 n — oo Bf, Æ |z, — z*|| — 0 5 [lys — z*|| — 0. 
定理 2.4.1 的 证 明 定义 
Fen) = f Gl Fs ms) + olsivat), te lao) 
由 引 理 2.1.1 可 知 , 问题 (2.4.1) 和 (2.4.2) 等 价 于 以 下 不 动 点 方程 
lt) = Fly w(t), te laor. 


由 条 件 (E,), 容易 验证 P: K x K — K 是 混合 单调 的 . 
对 于 任意 给 定 的 Ae (a,b)r Ry, yo € K, 从 条 件 (Es) 可 知 


F (rÜ yy, 5) = foo G(t, s Jg s,7(A)yi(s)) + g (° E22] Vs 
> e y 9) T G(t, s)LF(s, (5) + g(s, ya(8))]Vs 


= p(A, y1, Y2)F (yi. vo), 
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即 
F (ram. us) > p(à, Yı: Y2) F (y1 92. A € (a,b)r, YW, v» € K. 
进而 , 根据 条 件 (Es), 可 得 


b 
r(to)h(t) € Flee) = ri G(t, s)[f(s, e(s)) + 9(s, e(s)]]Vs 


plt HO rit h(t 
" P(tovrtigy TEDO) Ve V t € [a,o(b)]r. 


一 T(to) 
因此 , 定理 2.2.2 的 所 有 条 件 均 满 足 , 由 定理 2.2.2 可 推出 定理 2.4.1 的 结论 . 
现在 , 让 我 们 以 一 个 具体 的 例子 来 结束 本 章 . 
例子 2.4.1 > T = {2*}rez U (0), HH Z 表示 整数 集 . 考察 以 下 时 间 尺 度 T 
上 的 边 值 问题 : 
(y^)V (t) + [f(u(t)) + 9(y())) = 0, t € (0,1]z, (2.4.11) 


y(0) — (y*)(0) =0, y") + (y*)(1) = 0, (2.4.12) 


其 中 f(y) = 2-- y*, gu) = z 易于 验证 f. g: [0, +00) — [0, +00) ESE 
数 , 并 且 f ET y 单调 非 减 , 9 关于 y 单调 非 增 . 
对 于 任意 的 À € (0,1), yi, yo € K, RNA 


1 1 1 
| G(t, s) [2-- Guns) + | Vs 


1 1 1 
>A | atts ON} + A72? (s) + |v 
>a f es | ils) ++ 
1 
QA} 4+ A“3y2(s) +4, gi 1 
je J GG) [2+ wile) + = Vs. 
2 4d Vi (s) + Fass 9 
(2.4.13) 
1 
247! + Ac igi + == 
or = < 1. 对 于 任意 
2+ yi + [em 


BJ A € (0, 1), 通过 计算 可 得 , 固定 yo 时 , 2 关于 gi 是 非 增 的 ; 固定 vi 时 , o 关于 
yo 是 非 减 的 . 


在 (2.4.13) F, 注意 到 入 < (à, Y Y2) = À 


接 下 来 , 仅 需 检验 定理 2.4.1 中 的 条 件 (Es) 满足 . 通过 直接 的 计算 可 得 g(t) = 


== 1-2n . SS —3-3n _ S —2n = oD—1—3n 
fo G(s, s)Vs =4+ Yr $52 > 2 > + 2 
n=0 =0 


n=0 
= £ > 0 
故 79 1 79 
= i G(t,s)Vs < >> t€ [0, o(1)]. 
BEAR f(1) + 


g(1) = 29, 我 们 可 选取 e = 1, to = 0.01, 容易 验证 


1 
0.01 < 要 sf/ G(t, s)[f(1) + g(1)]Vs 


< 79, 25 < 2(0.01)~*+(0.01)~ (a) tribui 
= 21 8 


2+(0.01)~ 2+ 


T 01 
— 2104 
 85.12' 


因此 , 定理 2.4.1 中 的 条 件 (Es) 满足 . 证 毕 . 
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第 三 章 ” 非 线 性 算 子 方程 的 多 重 解 及 其 应 用 


§3.1 引言 
非 线 性 算 子 方程 的 多 解 性 在 理论 和 应 用 上 都 是 有 意义 的 [34-39]， 二 十 世纪 
七 十 年 代 , Amann 在 文 [34] 中 获得 了 以 下 著名 的 Amann 三 解 定理 : 
定理 3.1.1((34]) Wt E 是 实 Banach 空间 , P 是 E 中 的 正规 体 锥 , zi, yi, Lo, 
yo € E WE 
Ti < Yı < Tə < Y2; (3.1.1) 
É A: [ry] — E AERIS. 3Ë E. 


zı < Azı, Ayı < y, zə < Arg, Ayo < yo, 


QW A 在 [zi, yo] 中 至 少 有 三 个 不 动 点 pi, pa, P3, 满足 Ti < Y1 Kyi, T2 < p2 L 
yo, T2 É £3 Ly. 

定理 3.1.1 借助 于 两 对 上 下 解 获得 了 三 个 非 零 解 . xc [35] 指出 , 序 关系 (3.1.1) 
可 放宽 为 以 下 较 广 的 形式 : 


Ti <, T2€y» Tı < Yo, Ta LY. 


我 们 注意 到 定理 3.1.1 和 Leggett-Williams 三 解 定 理 [36] 以 及 文 [37-39] 中 
的 算 子 在 实质 上 是 压缩 型 的 . 在 文 [40] 中 , 孙 经 先 教授 建立 了 一 个 两 点 拉 伸 型 的 
不 动 点 定理 , X [41, 42] 改进 了 这 一 结果 . 受 文 [40] 的 激发 , 郭 大 钧 先生 在 其 专著 
[43] 中 获得 了 以 下 算 子 为 拉 伸 型 的 三 解 定理 : 


定理 3.1.2([43]) 设 P 是 实 Banach 空间 E 中 的 正规 体 锥 , A: E — E E 
全 连续 增 算 子 , 4 可 以 表示 成 4 = KF 的 形式 , KBP: E — E 是 连续 有 界 增 
算 子 , K: E — 是 线性 全 连续 增 算 子 . 再 设 

(i) 存在 21, yi, T2, yo € E 满足 


Yı É T1 K T2, Yı K T2, Yı Ky É 19, (3.1.2) 
At, S Tj, yi < Ayı, Aro K v9, yo < Ayo; (3.1.3) 
(ii) FE u* € P*, 以 及 ó, > 0, 使 得 
Kz >6,||Kallu*, ° V z € P. 
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MJ A 在 马 中 至 少 有 三 个 不 动 点 Vis Vo, Vs. WE yı Z Vi Z T1, Y < u> < rs, 
yo € Us € t», V1 < T2, V3 > yi. 

条 件 (3.1.2) 和 (3.1.3) 称 为 两 对 反 向 上 下 解 , 即 此 两 对 上 下 解 的 下 解 均 不 小 
于 等 于 上 解 . 对 于 线性 算 子 K : E — E 而 言 , 若 满足 条 件 (ii), 则 称 K 为 一 
致 正 线性 算 子 . 此 定理 是 对 Amann 三 解 定理 的 重要 补充 ， 其 不 仅 适 用 于 次 线性 
问题 , 而 且 适 用 于 超 线性 问题 , 由 超 线 性 问题 决定 的 下 解 和 上 人 解 , 一 般 为 反 向 上 下 
ff. 2002 Æ, X [35] 提出 了 两 对 平行 上 下 解 的 概念 , 在 假设 算 子 存 在 两 对 平行 上 
下 解 的 前 提 下 , 讨论 了 一 类 超 线性 算 子 方程 的 多 解 性 , 证 明了 如 下 六 解 定理 : 


定理 3.1.3([35]) 设 P 是 实 Banach 空间 中 的 正规 体 锥 , A: E — E E 
ERAT, A 可 以 表示 成 A= KF 的 形式 , 这 里 F: E — E 是 严格 增 算 子 ， 
K :五 — E 为 一 致 正 线性 算 子 上 且 是 强 正 的 . 再 设 存 在 vi, yi (i = 1,2) € E, 使 得 


Tı <J, Z2< Yo, Tı É Y2, T2 É Yı, (3.1.4) 


H 
zı < Ami, Ayı < Yı, T2 < Ate, Ayo < ys. (3.1.5) 


WHF 4 至 少 有 六 个 不 同 的 不 动 点 . 

满足 条 件 (3.1.4) 和 (3.1.5) 的 两 对 上 下 解 称 为 两 对 平行 上 下 解 . 此 处 的 两 对 
平行 上 下 解 与 Amann 三 解 定理 中 的 两 对 上 下 解 以 及 两 对 反 向 上 下 解 相 比 , 最 根 
本 的 区 别 在 于 两 对 上 下 解 中 , 其 第 一 对 的 下 解 不 小 于 等 于 第 二 对 的 上 解 . 其 主要 
思路 为 : 利用 该 两 对 上 下 解 对 空间 区 域 进行 适当 的 分 割 , 目的 在 于 获得 尽 可 能 多 
的 不 动 点 指数 非 零 的 区 域 , 进而 根据 不 动 点 指数 理论 得 到 该 超 线性 算 子 方程 的 多 
解 性 . 有 关 平 行 上 下 解 的 抽象 结果 还 可 参见 文 [44]. 

对 于 具体 方程 而 言 , 反 向 上 下 解 和 平行 上 下 解 通常 是 不 易 验 证 的 , 因此 ， 如 
何 构造 上 述 上 下 解 条 件 或 者 以 较 易 验证 的 条 件 刻 画 超 线 性 问题 , 一 直 是 学 者 们 感 
兴趣 的 课题 . 文 [41] 将 凸 算 子 与 两 点 拉 伸 型 不 动 点 定理 结合 起 来 , 统一 研究 , 分 
别 建立 了 凸 算 子 和 超 线性 算 子 的 不 动 点 的 存在 性 定理 . 与 文 [35, 40] 的 主要 结论 
是 描述 超 线 性 问题 一 样 , 凸 算 子 描述 的 也 是 超 线性 问题 , 该 文 实际 上 为 构造 反 向 
上 下 解 提供 了 一 种 方法 . x [45] 通过 定义 具有 一 定 序 关系 的 有 界 集 , 获得 了 一 类 
非 减 算 子 的 正 不 动 点 . 将 该 抽象 结果 应 用 于 超 线 性 的 周期 边 值 问题 时 , 仅 假定 下 
解 的 存在 性 与 非 线 性 项 在 无 穷 远 点 的 渐 近 性 态 . 

在 过 去 的 几 十 年 中 , 带 有 凹凸 性 的 非 线性 算 子 的 不 动 点 定理 受到 了 广泛 的 关 
注 , 并 已 被 应 用 于 各 类 非 线性 微分 方程 中 [12, 20, 21, 41, 45-52]. Krasnoselskii 在 
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x [46] 中 研究 了 e- MAFA e 凸 算 子 的 定义 及 其 一 些 性 质 . EX [47] 中 , Potter 
介绍 了 a- MAFA a- 凸 算 子 的 定义 . 注意 到 赵 增 勤 教授 在 文 [48] 中 建立 了 几 类 
非 线 性 算 子 的 多 个 不 动 点 的 存在 性 定理 , 在 这 几 类 算 子 中 , 一 种 特殊 的 情形 为 a- 
MAES b- 凸 算 子 之 和 的 算 子 . X: [49] 是 文 [48] 的 继续 , 作者 进一步 讨论 了 两 
个 算 子 之 和 的 非 线 性 算 子 , 结合 序 形式 的 锥 拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 ,获得 了 其 
多 个 正 不 动 点 的 存在 性 . 作为 其 特例 , x [49] 中 的 推论 3.1 证 明了 在 适当 的 条 件 
F, e- MAF e- 西 算 子 之 和 至 少 有 两 个 正 不 动 点 . 最 近 , 翟 和 曹 在 文 [20] FE 
义 了 一 类 7-p- WAT, 此 类 算 子 在 本 质 上 是 次 线性 的 , a- MAF (0< o < 1) 是 
其 特例 . 受 文 [20] 的 启发 , X [50] 引入 了 7-e- (it T+, 此 类 算 子 在 本 质 上 是 超 线 
性 的 ,8- GAT (3 > 1) 为 其 特例 . 在 一 定 的 条 件 下 , 作者 获得 了 该 类 算 子 的 不 动 
点 的 存在 性 结果 , 作为 推论 , 也 给 出 了 关于 e CATA a- 凸 算 子 的 不 动 点 定理 . 

与 此 同时 , 一 些 学 者 借助 于 构造 适当 的 证 函 来 实现 锥 拉 伸 条 件 , 如 文 [53] 通 
过 凸 泛 函 构造 了 Banach 空间 中 的 收缩 核 , HRA A 884 EE sr í nul Ba BY FE 
拉 伸 与 锥 压缩 不 动 点 定理 , xc [54] WAR TARER, X [55, 56] 研究 了 
[!] P127 PR E 2H TEE XX. 

在 本 章 中 , 首先 在 两 对 平行 上 下 解 的 条 件 下 , 研究 非 线 性 算 子 方程 的 多 解 性 ， 
我 们 的 结果 推广 和 改进 了 文 [35, 43] 的 主要 结论 , 我 们 的 思想 来 源 于 文 [41, 42]. 
然后 , 将 7-yp- 四 算 子 与 T-y- 凸 算 子 结合 起 来 , 考察 了 一 类 非 线性 算 子 的 两 个 正 
不 动 点 的 存在 性 , 作为 推论 , 获得 了 pi- MATA wz- 凸 算 子 之 和 的 不 动 点 定理 . 
我 们 的 结果 推广 了 文 [48, 49] 的 相应 结论 ， 最 后 , 将 抽象 结果 分 别 应 用 于 非 线 性 
Hammerstein 型 积分 方程 和 一 类 二 阶 微分 方程 的 多 点 边 值 问题 . 

E 是 赋予 范 数 || - || 的 实 Banach 空间 , 0 是 E 中 的 零 元 , H. P Æ E 中 的 一 
个 锥 . id R+ = [0, +oo), P+ = P\{0}, H 


Ce = (z€ E: 存在 正 数 a, 使 得 ae < z < be), 


其 中 ee P+. AF A 是 强 增 的 , 即 z < y HOS Az < Ay. 若 A 是 一 个 线性 算 
T. A 是 强 增 列 含 着 4 是 强 正 的 . 

以 下 我 们 陈述 一 些 定义 与 一 个 引 理 . 

定义 3.1.1([2, 12, 46]) 令 P J&3: Banach 空间 E 中 的 锥 , e c P+. 

(i) Ai : P — P, EXTRAER z € P+, WA Au € Ce; 对 于 任 给 的 
(x,t) € Ce x (0,1), FE Q = 1(z,t) > 0 使 得 Ai(tz) > t(1 + G )A2. WPK A, 
是 e- MBS. 


DT a 


(ii) A9 : P — P, 若 对 于 任 给 的 zx e P+, WA Aor € Co 对 于 任 给 的 
(x,t) € Ce x (0,1), 存在 Go = Q(x, t) > 0 使 得 A>(tz) < t(1— G)Aəz. WPK A; 
是 e- HAT. 

定义 3.1.2([47]) © A: P — P fl o € R. 则 我 们 称 A 是 a- H (8- gu) i 
PH HILH A(tz) > t@ Az (A(tz) < t?Ax) 对 于 所 有 的 (x,t) € P x (0,1) 成 立 . 


定义 3.1.3([57]) 假设 P C E 是 一 个 锥 . 知 存在 一 个 泛 函 : P x (0,1) — 
R+ X wp(z,t) >t, V t € (0,1) 使 得 


Aj(tz) > y(z,t)Aiz, V te (0,1), z e€ P. 


则 称 算 子 Ai: P — P 是 y- MAF. 
若 存 在 一 个 泛 函 p: P x (0,1) — Rt X e(z,t) «t, V t € (0.1) 使 得 


Aə(tz) € y(x,t)Aoer, V t€ (0,1), z€ P. 


则 称 算 子 A»: P — P 是 p- LAT. 


定义 3.1.4([20, 50]) 假设 P c E 是 一 个 锥 . 若 存在 一 个 函数 T : (a,b) — 
(0, 1) 和 一 个 泛 函 y: P x (a,b) — Rt X e(z,t) > T(t), Vt € (a, b) 使 得 


Ai(r(t)z) > p(a,t)Aiz, V t€ (a,b), z € P. 


则 称 算 子 Ai: P — P JE ry- MF. 
若 存在 一 个 函数 r : (a,b) — (0,1) 与 一 个 泛 函 p : P x (a,b) — Rt X 
p(z,t) < r(t), V t € (a, b) 使 得 


Ao(r(t)xz) < p(z,t)Aoz, V t€ (a,b), rc. 


则 称 算 子 A: P — P J r-e- DHF. 
引 理 3.1.1([58]) 令 P., = (z € P: r < |lz| € s) Hs» r > 0. 假定 
A: Ps — P 是 一 个 严格 集 压 缩 映射 , 使 得 


Aržx «EP, llz|=r H Az» repP, lzll = s. 


则 A 在 PP 中 至 少 有 一 个 不 动 点 z, 使 得 7 < ||z|| < s. 
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83.2 ”在 两 对 平行 上 下 解 条 件 下 的 非 线性 算 子 方程 的 多 解 性 


在 本 部 分 中 , 我 们 假定 E 是 一 个 实 Banach 空间 , P, Q 都 为 E 中 的 正规 锥 ， 
Q c P, QF (0). 

定理 3.2.1 4 A: P 一 ' 己 是 一 个 凝聚 的 增 算 子 , ACP) c Q. 设 以 下 条 件 满 
E: 

(i) 存在 zi, Zo, Yi, Yo € P, 使 得 zí < 1, x2 < Yo, Tı < Axı, Am < 
yi, T2 < Aro, Ayo» < yo, Tı É Y2, T2 £ Y1; 

(ü) AE h € PWO fü — ZR f: Q — R* 及 f(z) 一 +oo(||z|| — 
+00), 使 得 Ax > f(z)h, V z € Q; 

(ii) Alo 是 e- 连续 的 , H e € QN(0); 

(iv) FE Xi, Hn Yu Aas Ha, 02 > 0 与 正 整数 m, n, m, No 使 得 


A™ a, > zi + pune, AM yoS Yo — àe, zí < mh, 
A™ T3 > zə + pe, AVY S< Y1 — Age, La < Yoh. 
W 4 在 尸 中 至 少 有 六 个 不 动 点 . 
证 明 定义 集合 
Qi = {x € Q|z > zx), N= {x E€ QilAr Ž xı}. 


则 Q 是 Q, 中 的 一 个 开 子 集 . 既然 加 > zo. Ayo € yo, c1 € yo, HBA Ayo Z mi. 
这 意味 着 y € Q. 换言之 , Q 是 非 空 的 . 我 们 可 断言 O 是 有 界 的 . 否则 , 由 条 件 (ii) 
和 (iv) 可 得 , FE J E N 使 得 f(g) > m. 因此 , 我 们 有 Ag > f(g)h > yh > z. 
W y € Q MAE. 


4 


Q,= {x € QilFEA>0 使 得 Ar < yo — Ae}. 
由 zi £ Ya, 可 知 Qy E Q 中 的 一 个 子 集 . 
进而 , 令 U(z,ó) 表示 以 ZY 为 中 心 , 6 为 半径 的 邻 域 . zz 6€ Q1, 则 存在 Az > 0 
使 得 


Az < yo — Ae 
由 条 件 Gii) 可 得 , 存在 ó > 0, 使 得 对 任 给 的 z € U(2,0) Y Qu, 有 


-e < Ar- AR < e, 
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_ AG Ag À 
Az < Az + e S ga — et e = ta Te 


BP z € Qi. BOQ, 为 相对 于 Qi 的 一 个 开 集 . 
H A 的 增 性 和 条 件 (iv), 可 得 


Ar; < A(Az2) € +++ € A"ntzə < A™ yo < yo — Ae. 
故 Ary € Qi, BP Q, Æ Q, 的 一 个 非 空 开 子 集 . 
设 
Q = {x E Q |Az Žž zı H Az Z yo}. 


则 Q, 是 Q 的 一 个 开 子 集 , 且 Q, n Q, = 0. 既然 BE + r € Qo, 可 得 Q Z 0. 
不 失 一 般 性 , 假定 4 在 QN(Q, U Q5) D 0Q U 0Q, U 09。 上 无 不 动 点 , 其 中 
AQ, 004, 0» 分 别 表示 Q, Qi, Q, 相对 于 Q, 的 边界 . 
现在 , 我 们 证 明 


y # tAy+(1—t)Are, y € OQ, te [0,1]. (3.2.1) 
Wt (3.2.1) 不 成 立 , 则 存在 ys OQ) H. to € [0, 1] 使 得 
Yo = toAyo + (1 — to) Az». 
故 Yo € Ayo € yo. 基于 4 的 增 性 , 有 
Yo € Ayo S++» € A™ Yo € yo — Are. 


这 意味 着 yo € Q1, 与 yo € 0€ FAIS. 故 (3.2.1) RL. 由 不 动 点 指数 的 同 伦 不 
变性 和 正规 性 , 可 得 


i(A, Q4, Q1) = i(Aza Q4, Q1) = 1. (3.2.2) 
设 
Q = (z € Q|z < yı}, Qs = {x E QolFE C>0 使 得 Ar > rio Çe). 
H A 的 增 性 和 条 件 (iv), 可 得 
Ay, > A(Ayi) > A(A2) > +++ > Ay, > A™ z, > 21+ je, 


« 0 


这 意味 着 Ayı € Qs. 
我 们 将 证 明 
i(A,Q3, Q>) = 1. (3.2.3) 
设 存在 zo € OQ, 和 to € [0, 1] 使 得 
zo = toAzo + (1 — to) Ayn. 
则 zo > Axo > xi. 基于 4 的 增 性 , 有 
To > Aro Ro > Amr > AU > 21 + me. 
因此 zo € Qs, 这 与 zo € OO3 矛盾 . 根据 不 动 点 指数 的 同 伦 不 变性 和 正规 性 , 有 
i(A, Qs, Q2) = i(Ayi, Qs, Qo) = 1. 
接 下 来 , 我 们 将 证 明 
zZ Az+te, Vt>0, rE OQ. (3.2.4) 
假设 存在 ie6Q H to > 0 使 得 zo = ATo + toe. MZ > zi 十 toe Domi. 进而 


£g > Afo > A™ o > A™ ay È x1 + pe. 


从 条 件 (iii) 可 知 , 对 于 e = &, 存在 ó > 0, (E14 z € Q, X ||z — #o|| < ó BF, A 
Az > Azo — Se > rid Be. 既然 Zo € OQ, ABA, 存在 (24) C Q 使 得 z, — Zo. 
4 k — 00, 有 Az, > zi + le, 这 与 (2) C Q 矛盾 . K (3.2.4) 成 立 . 由 不 动 点 
指数 的 缺 方向 性 , 可 得 

i(A, Q, Qi) = 0. (3.2.5) 


因此 , 由 (3.2.2), (3.2.5) 与 不 动 点 指数 的 可 加 性 , 有 
i(A, Qa, Q1) == i(A, Q, Qı) m i(A, (3, Q1) =0-1=-1. (3.2.6) 
设 
Q4 = (z € QolAr Z y2}. 
采用 与 (3.2.5) 相同 的 方法 , 有 
i(A, Q4, Qo) = 0. (3.2.7) 
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设 
Y= {1E QlArž z B Az Z tn). 
再 应 用 与 (3.2.6) 相同 的 方法 , 有 
i(A, Qs, Q2) = (A, Q4, Q2) — (A, 03, Q5) = —1. (3.2.8) 

H (3.2.2), (3.2.3), (3.2.6) 和 (3.2.8) 可 得 , A 至 少 有 四 个 不 动 点 zi, m). v3, rj 使 
得 cr € Q, X5 € (s, 23 € (15, zi € Qs. 利用 与 (3.2.6) 及 (3.2.8) 相同 的 方法 ， 可 
知 4 存在 第 五 个 不 动 点 ci € Os, 第 六 个 不 动 点 m; € Q7, 其 中 

Qs = {x € Q|z > 11, z Z zo, H zr Z uJ). 

Q7 = (z € Q|z < y2, z Z zə, H z £). 


推论 3.2.1 £ P 是 一 个 体 锥 , A: P — P 是 一 个 凝聚 的 增 算 子 , 4(P) CQ, 
并 且 定 理 3.2.1 中 的 条 件 (1) 和 (ü) 均 满 足 . JU £i, xo. yi. yo € P^ Q, 存在 
^. yo > 0 (ER r, < mh zz<?j 则 4 在 书 中 至 少 有 六 个 不 动 点 . 


证 明 HEAR zi, yo € P^, 根据 定理 3.2.1 的 证 明 , 我 们 仅 需 重新 定义 
Qı = (z e Qi|z < yo}, Q3 = {x € Ql > 21}, 


Q, Q2, Q4, Os 保持 不 变 . M Q 仍然 是 Q 的 非 空 开 子 集 , 并 且 NR = 0. 
假设 存在 yo € OQ, 及 to € [0, 1) 使 得 
Yo = to Ayo + (1 = to) Az». 
故 yo < toy» + (1 — toyz = ys, 这 意味 着 yo € (Q1. 这 是 一 个 矛盾 . 
根据 不 动 点 指数 的 同 伦 不 变性 和 正规 性 , 有 
i(A, Qi, Qı) = 1. 
同 理 , 可 得 
i(A, 3, Q5) = 1. 
余下 的 证 明 同 定理 3.2.1 的 证 明 一 样 , 证 毕 . 
由 定理 3.2.1 和 推论 3.2.1, 可 证 明 以 下 定理 : 
定理 3.2.2 假设 A: P 一 ' 忆 是 一 个 凝聚 的 增 算 子 , 4(P) c Q, 并 且 定 理 
3.2.1 中 的 条 件 Gi), (iii) 与 (iv) 均 满 足 , 若 以 下 条 件 成 立 : 


X a 


(i) 存在 t1, z9, yi, Yo € P, 使 得 z, < Axı, Ayı < t, 22 < Ar», Ayo < 


Yo, Tı LY, T2 Z Y2, Tı < Yo. 
则 4 在 己 中 至 少 有 三 个 不 动 点 yili = 1,2,3), EWE 


zi Z i LY, Yi < yi 


Zi < @2 < yo; T2 € P3 Z Uo, Y3 > Tı. 


83.3 ”对 积分 方程 的 应 用 
在 本 节 中 , 我 们 考察 超 线性 Hammerstein 型 积分 方程 
Apis) = i T AE = ole), vxe d, (3.3.1) 


其 中 G RN 中 的 有 界 闭 区 域 ,为 方便 起 见 , 列 出 以 下 假设 : 
(Hi) k: G x G 一 及: 是 非 负 连 续 函 数 , EXE G x G E kx 0, 存在 一 个 闭 
集 Go C G, mesGo > 0, 及 eo>0 使 得 有 zy) 2 eok(z,y), Vr€Go, y, z € G; 
(H,) 存在 b> 0 使 得 


f k(x, y)dy > J! k(z,u)du, V z € G; 
Go G 


(Hs) f : G x R, — Ry 连续 , f(z,0) = 0, 对 每 一 个 ze G, fla, 9) KF ç 
单调 增加 , B. lim min J (z, 6) = 
4 E = C(G) 表示 在 G 上 所 有 连续 函数 构成 的 空间 ， 
P = {p € Ely(z) > 0, VreG). 


则 E ne Banach 空间 , P Æ E 中 的 正规 锥 , H E = P- P. X Q = (ç € 
E| min e(z) 2 Fi 其 中 eo 同 (Hi) 中 的 定义 一 样 , 则 Q 为 E 中 的 锥 , H. 
Qc P. agis = fo k(x,y)dy, Vr €G, Ill ec PA(0). 

引 理 em 假设 条 件 (Hi), (H2), (Hs) 成 立 . 则 A: P 一 > 是 一 个 全 
连续 的 增 算 子 , A(P) C Q, He € Q, 进而 , 定理 3.2.1 中 的 条 件 (ii) 和 (iii) 满足 . 


定理 3.3.1 假设 条 件 (Hı), (Ho), (Hs) W, 且 以 下 条 件 满足 : 
(H4) 存在 uj, Ug, Vi, Vo € P 使 得 uj < Uj, Ug < V2, Uy < Au, Aui < 
V1, Ug < Aug, Au < V2, uj € vy, U2 £ u; 
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(Hs) 对 于 每 一 个 ze Go, f (z, v) RF vo 严格 单调 增加 . 
则 积分 方程 (3.3.1) 至 少 有 六 个 正解 . 


证 明 根据 引 理 3.3.1, 我 们 仅 需 验证 定理 3.2.1 中 的 条 件 (i) 和 (iv) 满足 . (Ha) 
Be Av, Au, Av, Aue € Q, H 


A(A?v2) < A25, Au, < A(Au;), Aui < 420o， 
A(A4?vi) < A221, Au» < A(Aus), Aug X Avy, 


Au; < Av, Aug < Avo. 故 定理 3.2.1 中 的 条 件 (i) 成 立 . 
对 于 y € Go, Aui(y) — u(y) > 0, AAA (As) 可 知 , 存在 ó > 0 使 得 当 
y € Go 时 ,有 f(y, Aui(y)) — f(u,ui(u)) > ó > 0. 因此 , 我 们 可 得 


A(Aui) — Au; = nc y)U (y, Aui(y)) — f(y, ui(y))]dy > óbe(x), V x € G. 


同 理 , 可 得 
A?v, — A(A?v2) > óbe(z), V z€ G. 
A(Aus) — Aus > óbe(z), V z € G. 
420 — A(A?u) > óbe(z), V z € G. 
易于 验证 


Au, < ||f(-,ui)lle, Aue < |f, uo)|le. 
故 定理 3.2.1 中 的 条 件 (iv) 满足 . 证 毕 . 


§3.4 两 个 算 子 之 和 的 多 重 不 动 点 的 存在 性 


定理 3.4.1 设 以 下 条 件 满足 : 
(Hı) PP 是 实 Banach 空间 已 中 的 一 个 正规 锥 , N 是 忆 的 正规 常数 , A: P — 
P 是 一 个 严格 集 压 缩 映 射 , 且 满足 


1 
sup{l|Az||: z € P, ||z| 2 1) « NO (3.4.1) 
(H3) FERT A: P 一 > PP 使 得 
Arx > Aix, V z€ P, i=1,2; (3.4.2) 
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(H3) Ai 是 二 个 NT1-P1- May, H 
yi (z, t) > N 


lim 7,(t)=0, lim 对 ze Pt SUY. (3.4.3) 
t—a+ t—a+ Ti (t) 
其 中 
Al —inf(||Aiz|| : z € P, |z| = 1) > 0. (3.4.4) 
若 存在 一 个 正 数 c 使 得 
Ko = inf(||Aox|| : z € P, ||z|| = c) > 0. (3.4.5) 
Ag 是 一 个 To-o- HAF, 并 且 
lim r(f) = 0, lim EË <- 名， 对 ze P+ 一 致 成 立 . (3.4.6) 


t—a+ tat Ta(t) cN’ 
则 4 在 P+ 中 至 少 有 两 个 不 动 点 zi，z3, 使 得 |zill < 1 < lezl. 


证 明 令 T, = {x e€ E: \|2"|| = r}, r » 0. 以 下 我 们 证 明 ， 存在 实数 Ti, T2 使 
得 0<m <1< r, 并 且 


Az £ z, V z€ T, n P, (3.4.7) 
Ar Zx, Ve et, n P, (3.4.8) 
Az Zz, Vz e TI '" P. (3.4.9) 


从 (3.4.3) 可 知 , FE ti € (a, b) 使 得 


Nr. (t 
0 < Tilti) < 1, v1(2, t1) > “mn V ze P+. (3.4.10) 
1 


Rr, = (ti). 假设 存在 xi € Tn O P E Az, < zi. H Ai 的 定义 和 (3.4.2), 有 


nı 2 Ales) 2 AG) = A (ntt) e Cs) ^ Cs). 
再 结合 P 的 正规 性 和 (3.4.10), 可 得 


1 T x 1 Nz, (t 
lla || > N (25) lA ( : J| 9 irr T Ue = Tiy 


71(t1) N Ky 
这 与 zl € Tn OP FIR, 故 (3.4.7) 成 立 . 


由 (3.4.6) 可 知 , 存在 t» € (a, b) 使 得 


‘2To [L 
0 < 7 (t2) < min{1,c}, palz, t2) < oo, VaeP. (3.4.11) 


取 ro = malta)’ 则 ro > 1. 进而, 假定 存在 t2 € T,, O P 使 得 Ar, < zo, 于 是 
\|72(t2)a2|| = c. 由 Ao 的 定义 , 可 得 As(rə(to)ao) € Yo(#2, t2) A2 (x2). 因此 


A»(x2) 2 


alegre (3.4.12) 


根据 (3.4.2), (3.4.12) 和 P 的 正规 性 , 可 得 


1 1 eN 


Nga ol» HS aye = r> 


zall > 


与 zə € T., 0 P 相 了 矛盾 , 故 (3.4.8) 成 立 . 

假设 存在 za € TI Y P 使 得 Ars > x3. 从 (3.4.1) 可 知 1 = ||zs|| < N|| Azs|| < 
1, 产生 矛盾 , 故 (3.4.9) R. 

由 (3.4.7), (3.4.8) 和 (3.4.9), 应 用 引 理 3.1.1, 我 们 断言 4 在 P+ 中 至 少 存在 
两 个 不 动 点 ci m5 E ri < |aril < 1 < ||2;| < re. HEM. 


在 定理 3.4.1 中 取 (a, b) = (0,1) BE. m(t) = 72(t) = 我们 可 获得 以 下 推论 . 


推论 3.4.1 设 定理 3.4.1 中 的 条 件 (H) WE. SEP 4 可 写 为 以 下 形式 A = 
A, + Ao, EP A : P — P È pr MAT, E. 


t N 
Tim PE) > 之 ， 对 ze PY 一 臻 成立 
1 


t 一 0 十 
Api P — PB ie AOR, E. 
lim ZEH 2 52 xb re P+ 一 致 成 立 ， 
t cN 


万 0f 
其 中 ON, ki, Ko,c 与 定理 3.4.1 中 的 定义 一 致 . 则 A 在 P+ 中 至 少 有 两 个 不 动 点 
xi, x3 满足 |zill < 1 < [lol]. 
推论 3.4.2 设 定理 3.4.1 中 的 条 件 (Hi) WE. A A 可 表示 为 4 = Aí 十 
Bj + Ag+ Bo, RH A : P — P AE p- WAT, A2: P — P E yr SAF, A 
Bi : P — P 是 齐 次 算 子 (i = 1,2). BAER TIER qi (i = 1,2) 使 得 


DO Newm(i- alë, s ceti 
im PM s Ai a) lim palz, t) <" cN(1 g) 
这 时 K191 ¿of t cNq» 


(3.4.13) 


. 36 - 


对 ze P+ 一 致 成 立 ， 
Aiz > q(A;-4B;r)(i-1,2) V z € P. (3.4.14) 
其 中 Ai; Ko, Nic 同 定理 3.4.1 中 的 定义 一 致 . 则 4 在 P+ 中 至 少 有 两 个 不 动 点 
zi, z> 满足 ||zil < 1 < ||z;I. 
证 明 H A 和 B, 的 定义 可 知 , 对 于 任意 给 定 的 te (0.1) Fre P, # 
A,(tz)+ B (tz) = A\(tx)+tByx 
> vi(2,t)Aiz + t(Aiz + Biz — Aq) 
= [yi(z,t) — t|Aiz + t(Aiz + Biz) (3.4.15) 
> [e i(z,t) — tl (Air + Biz) + t(Aiz + Biz) 
= [(¢i(z, t) — t)qi + t](Aiz + Biz). 


在 (3.4.15) 中 , 我 们 应 用 了 (3.4.14). 
由 (3.4.15) 和 (3.4.13), 可 得 


r.t)—t t - ib 
jg E00 eH a (Tg HS) Ja > E 
Kı 


t—0+ t—0+ 


同 理 , 我 们 有 
Ao(tx) + Bo(tr) = Aə>(tz) + tBox 
< @oə(z,t)Aə>z + t(Agr + Bor — Aor) 
= [p»(z, t) — t] Asz + t(Agr + Box) 
< [eo (z, t) — t]ao(Aox + Bow) + t(Aox + Box) 


= [(w»(z. t) — t)q2 + t](Aox + Bax), 


结合 (3.4.13), 有 


,t)—t t 
lee ttt 1, (im 
t t—0+ 


lim 
t—0* 


根据 推论 3.4.1, 可 获得 推论 3.4.2 的 结论 成 立 . 
将 [49] 中 的 推论 3.1 和 本 节 的 推论 3.4.1 相 结 合 , 我 们 可 得 到 以 下 两 个 推论 . 


< —, 
q2 cN 


ER 
t 
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推论 3.4.3([49]) 设 定 理 3.4.1 中 的 条 件 (H1) WE. AT 4 可 表示 为 4 = 
A1 + Ao, 其 中 A, : P — P 是 单 增 的 e- MIG, A: P 一 * PP 是 单 增 的 e- hi 
CT. BARE e, > 0 (i = 1,2) 使 得 


Ajc 2 eill Aix ||e; Vrc Pt, 


N? 
Jim G(2,t) > -arang b we G, Hu, (3.4.16) 
4 Salt) > coole] 
lim (x,t) > 1— ell nl eoe)|llle|, Xf z € C, 一 致 成 立 . (3.4.17) 
t 一 0 十 


则 4 在 P+ 中 至 少 有 两 个 不 动 点 ri. r2 满足 
| 好 | < 1 < |||], min{e, eo}||zF lle € x? € Mie, 3 M, > 0, ¿= 1,2. (3.4.18) 


推论 3.4.4([49]) 设 定理 3.4.1 中 的 条 件 (Hi) WE. AT 4 可 表示 为 4 = 
A, + A» + As, 其 中 A; : P — P (i = 1,2; 3), A, FE a- HAT (0 < G < 1), A» 
是 p- HAF (8 > 1). 车 存在 正 数 c; (i = 1,2) 使 得 


Ri = infflAiz| : z € P, ||z|| =e} > 0, i— 1,2. 


W 4 在 P+ 中 至 少 有 两 个 不 动 点 ci, e3 满足 letl] < 1 < lezl] 


83.5 ”对 一 类 多 点 边 值 问 题 的 应 用 


多 点 边 值 问题 产生 于 众多 应 用 科学 . 例如 , 由 N 部 分 不 同 密度 组 成 的 均匀 截 
面 的 翘 链 线 的 振动 可 抽象 为 多 点 边 值 问题 , 参见 文 [59]. 弹性 稳定 性 问题 可 用 多 
点 边 值 问题 来 建 模 , 参见 文 [60]. 国内 有 多 篇 博士 学 位 论文 专门 研究 常 微分 方程 
的 多 点 边 值 问题 , 例如 , 江 卫 华 博士 在 其 博士 学 位 论文 [61] 即 围绕 这 一 主题 展开 
了 详细 的 讨论 . 

近年 来 , 二 阶 常 微分 方程 的 多 点 边 值 问题 受到 了 广泛 的 关注 , 参见 [62-71], 马 
如 云 教授 在 专著 [62] 中 对 这 一 课题 进行 了 较为 系统 和 全 面 的 论述 . 葛 渭 高 教授 在 
其 专著 [63] 中 也 进行 了 细致 的 讨论 . 这 里 的 多 点 边 值 问 题 , 是 指 方程 的 定 解 条 件 
不 仅 依赖 于 解 在 区 间 端 点 上 的 取 值 , 而 且 依 赖 于 解 在 区 间 内 部 的 某 一 些 点 上 的 值 
[62]. [62] 同时 指出 , 在 描述 一 些 重 要 的 力学 和 电学 现象 的 过 程 中 , 一 般 需 要 对 方 
程 

w(t) = f(t,u(t),u(t)), te (0,1) 


88 s 


附加 Sturm-Liouville 边 值 条 件 及 周期 边 值 条 件 等 , 然而 若 考虑 实际 测量 的 误差 及 
相关 因素 的 干扰 , 定 解 条 件 可 加 上 扰动 项 转变 为 多 点 边 值 问题 , 从 而 对 实际 现象 
进行 更 为 精确 的 刻画 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 定理 3.4.1 应 用 到 如 下 边 值 问题 


) 
m—2 (3.5.1) 


HHP k > 0, m > 2, m € (a,b), o; € R+(¿ = 1,2,---,m—2) 为 给 定 的 数 ， 
g : (a,b) x Rt — Rt 连续 . 

x [71] 讨论 了 边 值 问题 (3.5.1) 对 应 的 线性 问题 的 Green 函数 , 并 计算 出 了 
具体 的 表达 式 , 参见 [71, 定理 3.5]. 关于 多 点 边 值 问题 的 Green 函数 , X [63] 进 
行 了 更 一 般 的 研究 , BX [63] 的 第 一 章 的 第 三 节 . 

X [50] 应 用 其 建立 的 -yp- 凸 算 子 不 动 点 定理 , 获得 了 如 下 结果 : 

定理 3.5.1([50]) 设 cosh(k(b 一 a)) > = a; cosh(k(n;—a)), FE Bo > 6 > 1, 

i-i 
(EAT FEW 0 < r < 1, 有 


r?g(t,u) € g(t,ru) <r%g(t,u), V (t.u) € (a,b) x R+, 


b 
0 < f (b — t)g(t, 1)dt < +00, 
其 中 sinh z = SEF, coshz = SH, 则 边 值 问题 (3.5.1) 至 少 有 一 个 连续 正解 . 
为 获得 我 们 的 主要 结果 , 需要 以 下 引 理 : 


引 理 3.5.1(|50, 71]) 假设 函数 f(t) Æ [a,b] 上 连续 , 此 外 , k > 0, cosh(k(b— 
a))# > ai cosh(k(m; — a)). 则 以 下 线性 边 值 问题 


有 唯一 解 
b 
u(t) = fi K(t,s)f(s)ds, 
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其 中 格林 函数 为 


m—2 
Kis) eis en teas, 
cosh(k(b — a)) — > Qi cosh(k(m; — a)) =! 
B (3.5.2) 
这 里 
cosh(k(s — a)) sinh(k(b — t)) 
k cosh(k(b — i , 
Glt, s) = cosh(k(t up Sin — s)) - (3.5.3) 
k cosh(k(b — a)) : zx 


5|38 3.5.2([50]) 对 于 任意 给 定 的 t, s € [a,b], 格林 函数 K (t, s) 满足 


- inis sinh(k(b — a)) 
Mi RG —a)) < MiG(s,s) € K(t,s) € MoG(s, s) € Mo peu Um 8), 
(3.5.4) 
其 中 G 由 (3.5.3) AH, 
k 5 Gln) 
a cou === (3.5.5) 


sinh(k(b — a)) cosh (to — a)) — = a; cosh(k(m, — a)) 


cosh(k(b — a)) pn Qi 
g 2 S = (3.5.6) 
cosh(k(b — a)) 一 Z a; cosh(k(r, — a)) 
我 们 的 主要 结果 为 以 下 定理 : 


定理 3.5.2 设 cosh(k(b — a)) > pn ai cosh(k(; 一 a)), 存在 B > 1 使 得 对 于 
任意 给 定 的 0<7r<1, 有 
r?g(t, u) € g(t,ru), V (t,u) € (a,b) x R*. (3.5.7) 
进而 , g 可 表示 为 g = gi + go. 对 于 固定 的 teE [a,b], g (t.u) (i = 1,2) H u % 
调 增 加 , H. 
k(b — a) 


Mp sinh(k(b — a))' 
(3.5.8) 


b b 
J (b — s)gi(s, 1)ds > 0 (i = 1, 2), Í (b — s)g(s,1)ds < 
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其 中 M H (3.5.6) 给 出 ， 此 外 , 存在 函数 z : (a,b) — (0,1) 和 函数 v: 
(a,b) — R+ X yilt) > z (t), V t € (a,b) 使 得 


g (t, (À)u) > vi(A)gi(t,u), Vte (a,b), u € R*. (3.5.9) 
存在 Xi € (a, b) 使 得 + (Ai) = M. H 
qut) cosh(k(b — a)) 


b (3.5.10) 
eM J (= Sala, 10d 


lim 7,(£) 20, lim 
tat 


存在 函数 T2 : (a,b) — (0,1) 与 函数 Yo : (a,b) — R* 及 p(t) < (t, V t € 
(a,b) 使 得 


ga(t,7a(A)u) € eXO)es(t,u), V t € (a,b), u € RY. eel 
存在 M € (a,b) 使 得 z (Ao) = #2, B. 


b 
tat T(t) ^ cp2(N2) cosh(k(b — a)) ' 


Jim To (t) = 0, (3.5.12) 


其 中 c 12. 则 边 值 问题 (3.5.1) 至 少 有 两 个 非 平凡 的 非 负 解 u(t) 和 u(t), E 
满足 


Mi 
;(t) > lull, ¿= 
max u(t) <1 < max us(t), u(t) > m ll ¿= 1, 2, 


其 中 M. 与 M> 分 别 由 (3.5.5) 和 (3.5.6) 确定 . 
WEB] $ E = Cla, b), || - || Ra E 中 的 上 确 界 范 数 ， 


M. 
P= {u(t € E:u(t)> AL 


WPA ErBBIEXUSE, 其 正规 常数 N = 1. 
我 们 定义 算 子 4: P — EMF: 


b 
Au(t) = J K(t,s)g(s,u(s))ds, Vue P, 


a 


其 中 K(t,s) 由 (3.5.2) 确定 . 根据 引 理 3.5.1, 易于 验证 u 是 问题 (3.5.1) 的 解 当 
HA u = Au. 


said 


由 引 理 3.5.2 可 知 , A: P — P. 易 证 A 全 连续 , 且 为 增 算 子 . 由 A 的 增 性 ， 
(3.5.4) 与 (3.5.7), 可 得 


b 
Ault) < J K(t,s)9(s, lull)ds 


< [ Kt s)o(s (lull + 1)2) as 


< Ma + Jie posso ca) f (5 — Sls Uda, Vu E P 


因此 , 由 (3.5.8), Au(t) 为 良 定义 . 
从 (3.5.4) 和 (3.5.8) 可 知 


m = b 
Au(t) < Me [ (b— s)g(s,1)ds «1, VO<u<l, 


于 是 , 我 们 有 i 
lAu|| < 1 = N vuecP, |lul|| = 1, 


HAS (3.4.1) 满足 . 


> 
Aiu(t) = fx K(t,s)gi(s,u(s))ds, Agu(t) = Í x K(t,s)go(s,u(s))ds, Vue P. 


从 (3.5.9) 5j (3.5.11) 可 知 Ai Æ n-p- MAF, H Ao e . HAT. 
s E u € POT, RATA u(t) > Felel = 22. 入 .既然 存在 和 1 € (a,b) 
使 得 n(A) = = i 由 (3. 5. 9) 可 得 


a (t3) =at na) > viQa)grlt,1), Vt € (a,b), 


结合 (3.5.4) 5 (3.5.8), 有 


b 
> AQ) Í Kt. Ss, Dds 


M. b 
> Te (b — s)gi(s, 1)ds 


> 0, Vu(t)e PAS. 


于 是 
M. 


Kı = inf(||Aiz|| : z € P, ||z|| = 1) = v1(^1 ashta So eap Aa s)gi(s, 1)d 
故 由 (3.5.10), 可 知 
wilt 1 
jm t) k 
对 于 任意 给 定 的 uc FOR. 我 人 有 u(t) > plul = the. BEAR c > ip HFE 
和 2 € (a, b) 使 得 72(X2) = Fa 从 (3.5.11) 可 和 


Mi ) 1 
t, —c] > t,1, Vt € (a,b), 
g2 ( ; Mə 一 PECIA ) ( ) 


结合 (3.5.4) 5j (3.5.8), RITA 


A»u(t) > Í x K(t.,s)go (s te) ds 


M. 
> ro Í $- nie Dé 


>0, Vu(t) e PNT. 


故 


f nw M; N 
Ko = inf(||Aoz|| : x € P, ||z|| = c) = ONERE ES f (b — s)go(s, 1)ds. 


因此 , 由 (3.5.12), 可 得 
polt) _ Ke 
tat Ta(t) ce 
定理 3.4.1 中 的 所 有 条 件 均 满足 , 根据 定理 3.4.1, 可 得 定理 3.5.2 的 结论 成 立 . 证 
毕 . 


例子 3.5.1 假设 大 一 M> sinh(k(b — a)) > 0. 考察 以 下 边 值 问题 


t 
m—2 (3.5.13) 


—u" + k2u = T NE s^ a<t<b, 
u'(a) =0, u(b) = > aju(m), 


k— Mo sinh(k(b— en 
其 中 0<z< Masinh(k(b—a)) ` 
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vi(t) = mn (t)]2, palt) = [ra (t)]*. Wi vit) > mitt), palt) < To (t), te (a, b). 对 于 
u > 0, 易于 检验 


1 A-a \3 入 一 Q 2 1 1 
— RÀ > S. = sjy b 1 ; 
gilt, m(A)u) = ; (5 A u) (3 3 5 ;u yılà)gı(t u), t € (a,b) 


b—a 
go (t, T2(A)u) = I Jw < In A) —u = pa(A)go(t,u), t € (a,b), 
Jim Ta (t) = 0, Jim [ra(t)}° = 0. 


进而 , 我 们 可 得 


[e-» (55 + 5a) eG Cay 


选取 5 = T, 对 于 任意 给 定 的 0 < r < 1, RITA 


1 1 T 5 1 - 
T 3 ` Sle was Nz js 
T (44 tyi ) < pay)? + 7 (ru) 


由 定理 3.5.2 可 知 , 边 值 问题 (3.5.13) 至 少 有 两 个 非 平凡 的 非 负 解 u) (t) u(t), 
且 具 有 定理 3.5.2 中 的 结论 
注 记 3.5.1 在 上 述 例子 中 , 通过 应 用 我 们 得 出 的 抽象 结果 , 讨论 了 一 类 多 点 


边 值 问题 的 两 个 解 的 存在 性 , 此 处 的 非 线性 项 为 ni-p1- 四 函数 和 Toyo- RRS 
il. 这 一 结果 无 法 用 [50, 63-71] 的 方法 获得 . 


第 四 章 — 非 线性 算 子 方程 的 变 号 解 及 其 应 用 


84.1 5| 言 


受 一 些 生态 问题 的 启发 , 非 线性 偏 微分 方程 的 变 号 解 受到 关注 [72-75]. 注意 
到 上 述 文 献 的 证 明 均 依赖 于 临界 点 理论 . 然而 , 一 些 具 体 问题 不 具有 变 分 结构 , 如 
常 微分 方程 及 更 一 般 的 时 间 尺 度 上 的 动力 学 方程 的 非 局 部 问题 , 在 完备 的 正 交 特 
征 函 数 系 建立 之 前 , 临界 点 理论 难以 奏效 . 为 克服 这 一 困难 , > [35] 借助 于 锥 理论 
并 结合 一 致 正 条 件 研究 了 非 线 性 算 子 方程 变 号 解 的 存在 性 , 主要 结果 如 下 : 


定理 4.1.1([35]) 设 E, X 为 Banach 空间 , P C E 为 正规 体 锥 ，Q C X 为 
锥 ， 算 子 A: E — E 是 全 连续 算 子 ，4 可 以 表示 成 4 = KF 的 形式 , 其 中 
F : E — X 为 严格 增 算 子 , HIE FO = 0, K : X — E HREN THERE 
的 . 再 设 

(i) Al 存在 且 为 强 正 的 , >(49) > 1, 1 不 是 AL 的 特征 值 , H A, 的 小 于 1 的 
全 部 特征 值 的 代数 重 数 之 和 为 偶数 ; 

(ii) FETE u* € P? 及 常数 9 > 0, 使 得 


Kz >B\\Kallu", VreQ; 


WAT 4 至 少 有 一 个 变 号 解 与 一 个 负 解 . 
随后 , x [76] 考察 了 以 下 三 点 边 值 问题 的 变 号 解 : 
z"(t)-- f(z(t)) 20, O<t<1, 
z2(0)=0, az(7) = 2(1), 


(4.1.1) 


其 中 0<aw<1,0<7<1. 为 叙述 方便 , 列 一 些 假设 条 件 如 下 : 
(Ai) f : R — R 连续 且 严 格 增 , f(0) = 0; 
(A2) 存在 一 个 正 整 数 no 使 得 


Ano « Bo < Aon: 
这 里 A = lim 4, H 
1— 
A = So Ay < Auge re 
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是 方程 sn Vz = a sin n 的 正解 序列 ; 
(A3) im fe) < 2(1 — an). 


其 主要 结果 为 : 

定理 4.1.2([76]) 假设 条 件 (41)-(43) RE. 那么 问题 (4.1.1) 至 少 有 一 个 变 
号 解 . 进一步 , 问题 (4.1.1) 至 少 有 一 个 正解 和 一 个 负 解 . 

文 [77] 扩展 了 定理 4.1.2. 文 [77] 的 主要 结果 为 : 


定理 4.1.3([77]) 设 P HX Banach 空间 E 中 的 正规 体 锥 . Bf A: E — E 
可 以 表示 成 A= KF 的 形式 , 其 中 :五 — E 为 非 线 性 全 连续 的 有 界 算 子 ， 
K:E— 卫 为 线性 全 连续 算 子 . 再 设 

(i) K: E — E JE e- IE, e- 连续 上 且 全 连续 , 其 单 增 的 正 特征 值 序列 为 {An}, 
并 且 每 一 个 特征 值 的 代数 重 数 均 为 1; 

(ü) F: E — E 严格 增 有 界 且 连续 ， F(0) = 0, F FE 0 JH Fréchet 可 
微 , Fy = Bol. 其 中 Go HEX, I E 上 的 恒 等 算 子 . 对 于 某 个 正 整数 no, 有 
Bo € (1/Àəno+1; 1/ Nano); 

(iii) 存在 a, € (一 P°), v € P? 使 得 wi < Au, Av? < v». 

则 算 子 方程 Az = z 至 少 有 四 个 解 , 其 中 一 个 零 解 , 一 个 负 解 , 一 个 正解 和 一 个 变 
号 解 . 

定理 4.1.3 不 仅 获 得 了 抽象 算 子 方程 的 一 般 性 结果 , 而 且 将 其 用 于 边 值 问题 
(4.1.1) 时 , 减弱 了 条 件 (41) 与 (As). 详 见 文 [77] 中 的 定理 3.1. 2007 年 , X [78] 
同样 将 定理 4.1.2 的 条 件 (A1)-CAa) 抽象 了 出 来 , 其 主要 结论 为 : 


定理 4.1.4([78]) 令 P HX Banach 空间 E PEME, A: E — EAS 
连续 的 增 算 子 , Hg E Ee- 连续 . 再 设 

(i) A(0) = 0, A Æ 0 点 Fréchet 可 微 , 1 不 是 A, 的 一 个 特征 值 , 且 孤 立 零点 
指数 ind( 了 一 Aj, 6) = 1; 

(ii) 存在 uo € (一 P)\{9} H. vo € P\{O} 使 得 uo < Auo H Avo < vo. 存在 
B > 0 EFF uo < —Be K. Be € un; 

(iii) FE u Z vo, vi Z uo Ho > 0 (HAR ce < u, Hv, € —ce. 存在 6>0 
使 得 u, + óe € Au, H. Av, € vi — óe, 进而 , XT BUR] z € Ft = (z € P\{6} : 
Ar = 2}, @ u < z, Fae F = {re (-P)\{0}: Az = z), Ẹ z < w. 
WAT A 至 少 有 三 个 非 零 不 动 点 , 一 个 为 正 不 动 点 , 另 一 个 为 负 不 动 点 , 第 三 个 
为 变 号 不 动 点 . 
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定理 4.1.5([78]) 设 P AS Banach 空间 E 中 的 正规 锥 . 算 子 A: E — E 
可 以 表示 成 A = KF 的 形式 , HP: E — E 为 连续 且 有 界 的 增 算 子 , K : 
E — E 为 正 线性 全 连续 算 子 , HE E Ee- 连续 . 再 设 

(i) F(0) = 0, F 1E 0 Ñ Fréchet 可 微 , 并且 KP; 有 一 个 特征 值 ào < 1, 相应 
的 特征 函数 v 满足 ue <u < Ae, HP u > 0 Al À > 0; 

(ii) 1 PÆ KFY 的 一 个 特征 值 , 且 孤 立 零 点 指数 ind 一 KF}, 0) = 

(ii) 存在 uo € (—P)\{O} H. vo € PMO} 使 得 wo € Auo H. Avo < vo. 存在 
B > 0 使 得 wo € —Be 及 Be < vo; 

(iv) FE h ve 5 v > 0, 使 得 对 于 所 有 的 zeEP 及 Az — z, $ ||v||h € z; 
对 于 所 有 的 ze (— P) K Az = z, # z < —||=z||h. 

WAT 4 至 少 有 一 个 变 号 不 动 点 , 一 个 正 不 动 点 与 一 个 负 不 动 点 . 

容易 看 到 定理 4.1.4 和 定理 4.1.5 对 锥 尸 均 解除 了 体 锥 的 限制 , A ADU 
合算 子 时 , 也 不 要 求 算 子 F 严格 增 . 另外 , 从 应 用 的 角度 看 , 文 [78] 也 建立 非 线性 
Hammerstein 型 积分 方程 的 变 号 解 的 存在 性 定理 , 通过 极限 形式 lim f(x, u)/u 
与 lell 的 联系 , 构造 了 定理 4.1.5 中 的 条 件 (ui), 即 上 下 解 条 件 . 事实 上 , 在 [35] 
中 也 是 以 此 法 构造 上 下 解 的 . 因此 , 对 lel 的 精确 计算 ,可 直接 确定 出 定理 4.1.2 
中 的 条 件 (As), 且 确 定 出 的 条 件 的 适用 范围 是 较 宽 的 . 

注意 到 在 2004 4E, xc [79] 研究 了 以 下 m- 点 边 值 问题 的 多 重 变 号 解 : 


| y(t) + f(y(t))=0, 0xtx1, 


m—2 (4.1.2) 
y(0 —0,  y(1)— > viu (mi). 


FRO <a;,1=1,2,---,m—2,0<m < T €: < qs 2 < 1. 
列 一 些 假设 如 下 : 4 
(4,) 设 方程 sin Vz = Y; oisin yT 的 正解 序列 为 
4=1 


Ay < Ag <ete < An < Angi X; 


(45) 0 < Sa <1, f: R 一 > R 为 连续 函数 ，f(0) = 0, 对 于 所 有 的 


z € R\{0}, 有 zf( z) > 
(As) Ë bo = lim ^ ; bo = lim IO). 则 存在 正 整数 no 与 n, 使 得 


一 
À2no < Bo < Àəno+1; An < Boo < Aen 413 


(Ay) 存在 Co > 1, 使 得 对 于 所 有 的 ze R 且 满 足 |z| < Co, 有 


m—2 


2(1 = aini) 


|f(z)| < —O.Çp 


x [79] 的 主要 结果 如 下 : 

定理 4.1.6([79]) 设 条 件 (A.)-(A,) 成 立 , 则 边 值 问题 (4.1.2) 至 少 有 两 个 变 
号 解 , 进一步 , (4.1.2) 也 有 两 个 正解 与 两 个 负 解 . 

在 文 [79] 之 后 , 众多 学 者 采用 类 似 的 方法 研究 各 类 微分 方程 与 差分 方程 的 变 
号 解 , 如 文 [80] 研究 了 边 值 问题 (4.1.1) 的 多 重 变 号 解 , 与 定理 4.1.6 相 比 , 作者 采 
用 了 不 同 于 条 件 (Ay) 的 下 列 假设 : 

(A!) EET > 0, 使 得 


If(z)) «20 —om)|z|,  |æļ| < T. 


X [81] 考察 了 一 类 四 阶 微分 方程 边 值 问题 的 多 重 变 号 解 , 进一步 , 文 [82] 建立 了 
一 类 四 阶 m- 点 边 值 问题 的 多 重 变 号 解 的 存在 性 定理 . 文 [83] 则 通过 计算 线性 问 
题 的 特征 值 与 代数 重 数 , 研究 了 一 类 积分 边 值 问题 的 多 重 变 号 解 . 文 [84] 讨论 了 
一 类 离散 边 值 问题 的 变 号 解 , 并 给 出 了 具体 的 例子 . 

2009 年 , 文 [85] 研究 了 渐 近 线性 三 点 边 值 问题 (4.1.1) 的 变 号 解 , f 满足 以 下 
假设 条 件 : 

(A,) f : R — 民 为 连续 和 严格 增 函 数 , f(0) = 0; 

(Ap) lim 22 = Boo, FEF Ar < Boo < LS. Boo # Ma n=2,3,..., B 


Ay < Ag <ete < An < Angi X 


是 以 下 方程 的 正解 序列 sin VY = asin nys; 
(As) lim fe) = Bo > Ài. 


他 们 获得 了 以 下 结果 : 


定理 4.1.7([85]) 令 a 和 m 为 给 定 的 实数 , 且 0 < a < 1, 0 < n < 1. 假设 条 
件 (A,)-(A3) 成 立 . 那么 问题 (4.1.1) 至 少 有 一 个 变 号 解 . 进一步 , 问题 (4.1.1) 至 
少 有 两 个 正解 和 两 个 负 解 . 

向 量 格 , 或 称 为 Riesz 空间 , 即 以 相 容 的 向 量 与 格 的 结构 按 确 定 方式 构成 的 
空间 .荷兰 数学 家 W.A.J. Luxemburg 和 A.C. Zaanen 在 其 专著 [4] 中 进行 了 系 


统 的 论述 ， 这 一 理论 出 现 后 , 与 线性 泛 函 分 析 结合 的 结果 较 多 , 参见 [4], 而 在 相 
当 长 的 时 间 里 , 未 见 到 向 量 格 与 拓扑 度 以 及 临界 点 理论 相 结合 的 文献 . 直到 2008 
年 , 孙 经 先 教授 在 其 专著 [1] 中 首次 将 向 量 格 理论 应 用 于 非 锥 映射 的 非 线性 算 子 
的 不 动 点 指数 的 计算 中 , 激发 了 一 系列 后 继 研 究 [86-89]. 

向 量 格 理论 为 研究 非 线 性 算 子 方程 的 多 重 解 与 变 号 解 提供 了 有 力 的 工具 和 
适当 的 框架 . 文 [1] 给 出 了 格 结构 下 的 拟 可 加 算 子 的 定义 , 然后 , 分 别 建立 了 格 结 
构 下 次 线性 算 子 和 超 线 性 算 子 的 拓扑 度 计算 的 一 般 性 方法 , 进而 获得 了 格 结构 下 
的 拟 可 加 算 子 存在 非 零 不 动 点 、 正 不 动 点 、 负 不 动 点 以 及 变 号 不 动 点 的 一 系列 结 
AR. 拟 可 加 算 子 的 特点 在 于 仅 在 正 锥 和 负 锥 上 对 算 子 加 一 些 控制 条 件 , 给 出 的 条 
件 更 内 在 、 也 更 自然 . X [86] 建立 了 格 结构 下 新 的 不 动 点 指数 和 拓扑 度 的 计算 方 
法 , 进而 , 利用 此 方法 , 获得 了 单 边 渐 近 线性 算 子 方程 的 变 号 解 与 多 重 解 . 新 近 , x< 
[87] 应 用 [86] 的 抽象 结果 , 讨论 了 一 类 四 阶 多 点 边 值 问题 的 变 号 解 . 引入 向 量 格 
理论 之 后 , 不 仅 可 解除 一 些 不 必要 的 约束 条 件 , 而 且 在 应 用 到 微分 方程 时 , 仅 要 求 
相应 的 核 函数 非 负 和 对 应 的 线性 积分 算 子 的 谱 半 径 不 为 零 这 两 条 性 质 . 同时 , 上 
述 结论 可 直接 应 用 于 偏 微分 方程 . 

本 章 的 主要 目的 是 将 定理 4.1.6 与 定理 4.1.7 的 条 件 分 别 抽象 出 来 , 从 而 建立 
非 线性 算 子 方程 变 号 解 的 存在 性 的 一 般 性 定理 . 然后, 研究 了 格 结构 下 的 单 边 渐 
近 线 性 算 子 方程 的 变 号 解 . 最 后 , 将 得 到 的 抽象 结果 应 用 于 非 线 性 积分 方程 和 椭 
圆 型 偏 微分 方程 , 获得 其 变 号 解 的 存在 性 . 在 证 明 中 , 我 们 吸收 了 文 [78] 的 思想 . 


84.2 ” 渐 近 线性 算 子 方程 的 单个 变 号 解 的 存在 性 


我 们 的 主要 结果 为 : 


定理 4.2.14 E A Banach 空间 , P 为 五 中 的 正规 锥 及 完全 锥 , A: E — 
E 是 全 连续 的 增 算 子 , 40 = 0, HAEE E e ER. 设 以 下 条 件 成 立 : 

(i) FE w E (— P)N(0) 和 wi € P\{O} 使 得 ww < Au Al Av, < vi; 

(ii) 存在 uz € (—P)\{O}, v € PO}, 5 å > 0 BB u, < uo < 0 < uo «v, 
Aug € u$ — de, v9 + de < Au); 

(iii) A Æ oo AY Fréchet $F Al, 存在 , AL, 是 增 算 子 , r(4) > 1, BR. 1 
是 AL. 的 一 个 特征 值 . 
则 4 至 少 有 五 个 不 动 点 , 其 中 两 个 是 正 不 动 点 , 另 两 个 是 负 不 动 点 , 第 五 个 为 变 
号 不 动 点 . 


. 49 . 


定理 4.2.24 E HX Banach 空间 , PA E PREM PER CAE, A= KF, 
EF F: E — E 为 连续 且 有 界 的 增 算 子 , K: E — BAERS, 
HE E Ee- 连续 . 假定 以 下 条 件 成 立 : 

(i) 存在 ui € (—P)\{0} fl vi € P\{O} 使 得 wi € Au; fll Av; € vi, 并且 存 
TE a > 0 (HE u, € —oe É ae < v; 

(ii) F(0) = 0, F 1E 0 点 处 Fréchet 可 微 , 并 且 K F5 有 一 个 特征 值 Ao < 1, fH 
应 的 特征 函数 v 满足 je < v < poe, HA pa > 0, po > 0. 

进一步 , 设 定理 4.2.1 中 的 条 件 (iii) 成 立 , WAT 4 至 少 有 五 个 不 动 点 , 其 中 
一 个 为 变 号 不 动 点 , 两 个 为 正 不 动 点 , 另 两 个 为 负 不 动 点 . 

为 证 明定 理 4.2.1 和 定理 4.2.2, 需要 建立 以 下 几 个 引 更 ,本 节 均 假定 Br = 
{z € E| ||x|| < R). 


引 理 4.2.1([85, 90]) $ E 为 实 Banach 空间 , P 为 互 中 的 正规 锥 及 完全 锥 ， 
A: E — E 是 全 连续 的 增 算 子 . 设 以 下 条 件 成 立 : 

(i) 存在 u, v € E ff u € Au, Av < u; 

(ii) A 在 oo 的 Fréchet 导 算 子 A 存在 , AL, ERAT, r(A) > 1, B. 1 
是 4A6 的 一 个 特征 值 . 
则 存在 R > 0, 使 得 当 R > 五 时 , 有 


i(A, Q5, S1) mE 0, (A, 125,521 = 0, 


其 中 
S = {x € Eļx > u}, S2 = {x € Elz < v}, 
Q = {z € Sı| |lz|| < R}, OQ. = {z € S lzll < R}. 
51 4.2.2([1, 91]) 设 A 为 互 上 的 全 连续 的 渐 近 线性 算 子 . 若 1 不 是 4 的 
特征 值 , 则 存在 Ro > 0, 使 得 当 R> Ro 时 , 有 
deg(7 A, Br, 0) = (1, 
其 中 7 表示 AL 的 实 的 小 于 1 的 全 部 特征 值 的 代数 重 数 之 和 . 


引 理 4.2.3(78] $ A = KF, HK : E — E 是 一 个 有 界线 性 算 子 且 
在 9 处 e 连续 , F0 = 0, F : E — E XE 0 kb Fréchet 可 微 4 A, = KF; 
有 一 个 特征 值 Ao < 1, 其 对 应 的 特征 函数 v 满足 we < v, 其 中 / > 0. 则 存在 
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y > 0 使 得 对 于 所 有 te (0.y). A tv + óe < A(tu) B. A(—tu) € —tu — de, 其 中 
ó = ó(t) = t(s; — 1)5 > 0. 


定理 4.2.1 的 证 明 由 条 件 (i) 和 (ii). 可 得 


Uy < Ug < Ü < v < tj, 


uy < Au, Aug < U2, v2 < Avo, Av, € t. (4.2.1) 


4? 


W; = {x € Elz < us), Wo = {x € Elz > vy}, 
lz = {x € Eļxz > u}, Wa = {z € Elz < vj}. 
由 引 理 4.2.1 可 得 , 存在 R > 0, 使 得 当 R > R. 时, 有 
i(A, D, W;) 20, += 1,2,3,4, (4.2.2) 


其 中 Q, = {x € Wil ||z|| < R}, ¿= 1,2,3,4. 
根据 引 理 4.2.2, 存在 Ro > 0, 使 得 当 R > R; 时 , 有 


deg(I — A, Br, 80) = (—1)’, (4.2.3) 


其 中 7Y 是 AQ, 的 实 的 小 于 1 的 全 部 特征 值 的 代数 重 数 之 和 | 
H (1.3.1) 以 及 (4.2.3), 有 


i(A, Bg, E) = deg(I — Ar, Bg N r` (Bp), 0) = deg(I — A, Br, 0) = (—1)7 = +1, 


(4.2.4) 
EP r: E — 已 是 恒 等 算 子 , Be C Ba = (z € E| ||v]| < R}. 
选取 Rs 使 得 
R; > | Ian). (4.2.5) 
TEIU1,V1 
今 
Q; = (z e Wil lle] < Rs}, 1=1,2,3,4. 
H (4.2.2), (4.2.5) 及 引 理 4.2.1, RITA 
i(A, Qj, Wi) =0, i= 1,2,3,4. (4.2.6) 
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Dy = {x € [u uj] :llzl < Rs, FEFE u > 0 使 得 Az < u> — pe}, 


Do = {x € [vs, vi] :| 上 zl < Ra, 并 且 存 在 > 0 (HF vo + pe € Ar}. 


既然 uo € Xi, uo € Xo, 可 得 Xi Z O, > Z 0. 根据 算 子 A # E ER e- 连续 性 ， 
可 知 Di 是 [u uo] 的 非 空 开 子 集 , Lo 是 [uz, vi] 中 的 非 空 开 子 集 . 与 [78] 中 的 引 
理 2.2 的 证 明 一 样 , 由 不 动 点 指数 的 同 伦 不 变性 与 正规 性 , 可 得 


i(A, Xi, [ui, uo]) = i(ua, M4, fu, ua]) = k, (4.2.7) 


类 似 地 , 有 
i(A, Xa, [u2, vi]) = i(ve, X2, [vo v1] = 1. (4.2.8) 


(4.2.7) 和 (4.2.8) RMAF 4 至 少 有 一 个 负 不 动 点 Zi € X 和 一 个 正 不 动 点 
T9 € Lo. 
根据 不 动 点 指数 的 保持 性 , 我 们 有 


i(A, Y, W1) = i(A, i N ui, uo], ua, u9]) = (A, Xi, la u2]) 21. — (42.9) 
类 似 地 , 有 
i(A, Ze, W2) = i(A, D2 N [vz n], [v2, v1]) = i(A, Xo, [vo vi]) 2 1. — (4.2.10) 
H (4.2.6), (4.2.9) 以 及 不 动 点 指数 的 可 加 性 , 可 得 
i(A, QNS, WA) = i(A, Qi, W1) — (A, D1, W1) = 0 — 1 = -1. 
类 似 地 , 也 有 
il A, Q2\ Ez, W2) = i(A, Q2, W2) — i(A, Ho, W2) = 0 — 1 = —1. 


因此 , 4 至 少 有 一 个 负 不 动 点 za € U\E 和 一 个 正 不 动 点 z, € Qo NS, 
进一步 , 根据 (4.2.6) 与 不 动 点 指数 的 保持 性 , 可 得 


i(A, Qj, E) = i(A,Q; N Wi, Wi) = i(A,Q;,W;) = 0, i=3,4. (4.2.11) 
H (4.2.4), (4.2.11) 以 及 不 动 点 指数 的 可 加 性 , 我 们 有 
i(A, Ba,NQs UQ4, E) = i(A, Bg,, E) — i(A, Qs, E) — i(A, Q4, E) = £1, (4.2.12) 
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(4.2.12) 意味 着 算 子 4 至 少 有 一 个 不 动 点 zs € (Bg, M08 U £4) C (E\(PU(—P))), 
JF H. zs 是 一 个 变 号 不 动 点 . 

定理 4.2.2 的 证 明 我 们 仅 需 验证 定理 4.2.1 中 的 条 件 (i). 根据 复合 算 子 求 
导 的 链 式 法 则 [92, 命题 4.10], 有 A, = KFJ. 

由 条 件 (i) 和 引 理 4.2.3 可 得 , 存在 8 > 0, 对 于 所 有 的 t e (0,8), 都 有 
ty + óe < Alty), A(—t0) < -ty — de, ri 6 = ta Dat > 0. 

4 B = min(f, 3}, WF t € (0,2), 有 


ty < e= ee Ë < 
q —— {I = 一 性 — V1, 
= ns n ° = o 1 


K 
eg Q 
u — — — 
d o. 


取 ug = —tv, v = tv, t € (0, 8), WE 4.2.1 中 的 条 件 (ii) 成 立 . 


Q 
ë = =— pine < =tý. 
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§4.3 ” 渐 近 线性 算 子 方 程 的 多 个 变 号 解 的 存在 性 


为 了 获得 我 们 的 主要 结果 , 需要 以 下 引 理 : 


引 理 4.3.1([1]) 设 P 是 Banach 空间 E 中 的 锥 ，9 是 E 中 的 有 界 开 集 ， 
0€0, A: Pn 一 己 是 凝聚 算 子 , 如 果 对 任 给 的 ze P n OQ, BA Ar Z z, WI 
i(A, PNQ, P) =1. 


引 理 4.3.2([93]) 设 E Jš: Banach 空间 , P Jg E PREFERS, A: P 一 ， 
P 为 全 连续 算 子 . 

(a) 设 A(0) = 0, A 在 零点 Fréchet 可 微 . # Ajr Z z, V z € PN(0), HEE 
Ao < 1, zo € P\{O} 使 得 Xo45zo = zo, 则 存在 po > 0 使 得 当 p € (0, po] PF. 有 
i(A, B,N P, P) = 0, 其 中 B, = (z € E| ||z|| < p}. 

(b) 设 4 为 渐 近 线性 算 子 . Æ At z Z r, V rz € PHO} 且 存 在 Ào < 1, 
io € PA(0) 使 得 oA do = do, 则 存在 p. > 0 使 得 当 p > poo 时 , 有 i(A, B, n 
P,P) =0. 

引 理 4.3.3((1]) 设 D Jy E 中 开 集 , A: D — E 全 连续 , zo € D, Azo = zo. 
又 设 A 在 zo 可 微 , FFA 1 不 是 AL, 的 特征 值 , 则 zo 必 是 4 的 孤立 不 动 点 , 并 且 
指数 

ind(I — A, zo) = ind(I — A+, 0) = (—1)", 


.53. 


其 中 7 表示 AL, 的 实 的 小 于 1 的 全 部 特征 值 的 代数 重 数 之 和 | 

引 理 4.3.4([81]) 设 X X Banach 空间 E 中 的 体 锥 , Q 为 X 中 的 有 界 相 对 
FR, A: X — X 全 连续 . E A # Q 中 的 任 一 不 动 点 是 X 中 的 一 个 内 点 , 则 存 
fe E 中 的 开 子 集 O 使 得 


deg(I — A,O,0) = i(A, Q, X). 


引 理 4.3.5((1]) Z O Æ E 中 的 有 界 开 集 , 0 c 0, A: Q — E ERRAT. 

3 
Ar Z uz, Vz € dQ, p21, 

Ji] deg(T — A, 0,0) = 1. 

我 们 的 结果 如 下 : 

定理 4.3.1 4 E AX Banach 空间 , P Jg E 中 的 正规 体 锥 , A: E — E X 
全 连续 算 子 , A(P\{0}) C P°, A(=PN(01) c —P°, A0 = 0. 设 以 下 条 件 成 立 : 

(Hi) AL, 存在 且 为 增 算 子 , r (At) > 1, 1 不 是 AL 的 特征 值 , JER. A 的 小 
于 1 的 全 部 特征 值 的 代数 重 数 之 和 为 偶数 ; 

(H3) A, 存在 且 为 增 算 子 , r(A5) > 1, 1 不 是 A, 的 特征 值 , 并 且 A, 的 小 于 1 
的 全 部 特征 值 的 代数 重 数 之 和 为 偶数 ; 


; || Az | 
H4) lim su « ]. 
(4s) dim, uP “Tel 


则 4 至 少 有 两 个 变 号 不 动 点 , 两 个 正 不 动 点 与 两 个 负 不 动 点 . 
证 明 由 条 件 (Hs), 可 得 存在 六 > 0, 使 得 对 于 0 < ||=|| < 7, 有 ||Az|| < jlzll. 
根据 引 理 4.3.1, FE r < T, 使 得 
i(A, P n T,, P) = 1, (4.3.1) 


i(A,—-P nT. -P) 2 1, (4.3.2) 


KB T, = (z € E| llel] < r). BEAR A(PN(0)) c P*, A(-PN(0)) C —P°, A0 = 0, 
结合 条 件 (Ho) 可 知 , AP) C P B. r(A;) > 1 > 0. 根据 引 理 1.3.4 可 得 , 存在 
Z € P\{O} 使 得 App = r(A,)% > Z. 既然 1 不 是 A, 的 特征 值 , 从 而 Abe Z z, 
V z € P\{9}, 根据 引 理 4.3.2 可 得 , 存在 po € (0, r) 使 得 对 于 所 有 p € (0, po], 有 


i(A, P n T,, P) = 0. (4.3.3) 
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类 似 地 , 有 
i(A, -P T, —P) = 0. (4.3.4) 


同 理 可 知 ， 存在 Po > T 使 得 对 于 所 有 p = poe; 有 
i(A, PT, P) = 0. (4.3.5) 
i(A, -PN T», —P) 20. (4.3.6) 


从 引 理 4.3.3 和 引 理 4.2.2, 并 结合 条 件 (H) K (Ha) 可 得 , 存在 pi € (0, po) 与 
p2 > poo; 有 


deg(I 一 4,7T ;0) = 1, (4.3.7) 
deg(I — A, Tp), 0) = 1. (4.3.8) 
由 (4.3.3)-(4.3.6) 四 式 可 知 
i(A, P n Tp, P) = 0, (4.3.9) 
i(A, —-PNT,,, P) = 0, (4.3.10) 
i(A, P N Ta, P) = 0, (4.3.11) 
i(A, -P N Tp, —P) = 0. (4.3.12) 


H (4.3.1), (4.3.9), (4.3.11) 及 不 动 点 指数 的 可 加 性 , 可 得 
i(A, PN (TAT p), P)=i(A, PNT,,P)—i(A,PNT,,P)=1-0=1, (4.8.13) 


i(A, PY (T4AT,), P) = i(A, PNT,,, P)—i(A, PNT,, P) 20—1-— —1. (4.3.14) 


故 A # PO (LATA) 5 PO (TaT) 中 分 别 有 一 个 不 动 点 ui, us, 均 为 正 不 动 
点 . 
再 由 (4.3.2), (4.3.10), (4.3.12) 及 不 动 点 指数 的 可 加 性 , 可 得 


i(A,—PN(T\T,),—P)=1, (4.3.15) 
i(A, -P N (TN\T,),—P)= 一 1. (4.3.16) 


JU A 分 别 在 ~-Pn (NT) 与 -PN (Ts\T+) 中 各 有 一 个 不 动 点 us, ua 且 均 为 
负 不 动 点 . 


既然 A(PN(0]) C P°, A(—P\{9}) C —P°. & 

Xj = {u € PN (AT) : Au = u), 

X, = {u € P n (T,,VP,) : Au =u}, 

X; = {ue -PN (AT) : Au = u}, 

X, = {u € -P N (TNT,) : Au = u). 

根据 引 理 4.3.4 及 (4.3.13)-(4.3.16) 可 知 , 存在 E 中 的 开 集 Q, (i91, 2, 3, 4) 使 得 

xh C Q C Pr T. 
Dy C O c PA CT VI y 
E; C Q, C -Pn (TAT), 


>|, C Q IC —P n (Ty VAT 


且 
deg(I — A, Q1, 0) = 1, (4.3.17) 
deg(J — A, 05,0) = —1, (4.3.18) 
deg( — A, 03,0) = 1, (4.3.19) 
deg(I — A, Q4, 0) = —1. (4.3.20) 
从 引 理 4.3.5 可 知 ， 
deg(J — A, T,,0) = 1. (4.3.21) 


H (4.3.21), (4.3.17), (4.3.19), (4.3.7) 及 Leray-Schauder 度 的 可 加 性 , 可 得 
deg(I — A, T,\(Q1 UR UT, )0)=1-1-1-1=-2, 


故 4 E TA U Q3 UT4,) 中 有 一 个 不 动 点 us, 为 变 号 不 动 点 . 
由 (4.3.8), (4.3.18), (4.3.20), (4.3.21) 及 Leray-Schauder 度 的 可 加 性 , 可 得 


deg(I — A, Ta \(Q2 UQI UT,), 0) =1+1+1-1=2, 
故 4 E T, NQ U Q, U T.) 中 有 一 个 不 动 点 us, 也 为 变 号 不 动 点 . WERE. 
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§4.4” 格 结构 下 的 非 线性 算 子 方程 的 变 号 解 


首先 , 我 们 叙述 单 边 渐 近 线性 算 子 的 概念 ,该 概念 在 文 [86] 中 提出 ， 对 于 
we E, FP, = P + = (z € E|z > w} E. Pu =u — P = (z € E|z < u). 
定义 4.4.1([86]) 4 P 4 Banach 空间 E 中 的 锥 , A: E — E 为 非 线 性 算 
T. 若 存 在 一 个 有 界线 性 算 子 L 使 得 
2 Az - Lat 
li 一 一 一 一 一 一 一 
zePlzll +00 |||} 
则 称 A 为 沿 着 的 单 边 渐 近 线性 算 子 , L PRA AWE Po 的 导 算 子 , W L= Ap, 
相似 地 , 可 定义 沿 着 P” 的 单 边 渐 近 线性 算 子 . 
定义 4.4.2(1]) £ 4 : E — E 是 一 个 算 子 (一 般 是 非 线 性 的 ). ATE 
v' € E, 使 得 


0. 


Az = Az, + Åz- +v, Va«reek, 


则 称 4 是 格 结构 下 的 拟 可 加 算 子 . 
为 了 证 明 我 们 的 主要 结果 , 需要 以 下 引 理 : 


引 理 4.4.1([86]) S P 是 正规 的 完全 锥 , KFE w e EWI A: Pp — Po 
XESE, AD FE, r(Ab,) > 1, 并 且 1 不 是 AD, 的 相应 于 正 特 征 函 数 的 一 个 特征 
值 . 则 存在 RP > 0 使 得 当 R > R 时 , 有 

i(A, BRN Pp, Py) = 0. 


引 理 4.4.2([86]) $ P 是 正规 的 完全 锥 , 设 存在 v € E {7G A: P" — P 
连续 , Ap, E, r(A) > 1, 并 且 1 不 是 Ape 的 相应 于 正 特征 函数 的 一 个 特征 
值 . 则 存在 R > 018983 R> R 时 , 有 


i(A, Ba n P", P") = 0. 


我 们 的 结果 为 : 


定理 4.4.14 已 是 已 中 的 正规 的 完全 锥 , A: E — E 是 全 连续 算 子 , B JE 
格 上 的 拟 可 加 算 子 ,40 = 0. 设 以 下 条 件 成 立 : 

(i) AE Pf —P EE e- 连续 和 增 的 ; 

(ii) Ap 和 Alp 存在 , r(Ap) > 1, (AC p) > 1, 1A Ap 及 At py 的 相应 
于 正 特征 函数 的 一 个 特征 值 . 
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进一步 , 定理 4.2.1 的 条 件 (1), (ii), (ui) 均 满足 ， 则 算 子 4 至 少 有 一 个 变 号 
不 动 点 , 同时 有 两 个 正 不 动 点 及 两 个 负 不 动 点 . 
定理 4.4.1 的 证 明 既然 40=0 以 及 4z= Az, + Ar_+v*, 可 得 
47=4z_ + Åz}, V rekE. (4.4.1) 
H A # PA —P LWA, 有 Ar < AO < Az,ie., Az_ < 0 < Ar, 结合 


(4.4.1), 可 得 
Ar_<Ar<Azr:, VzrcE. (4.4.2) 


对 于 任意 给 定 的 z € Ws, Wy, 注意 到 u, < 0 <u, RIJA z, S vi, z_ > ui fR 
据 (4.2.1) 和 (4.4.2), 可 得 


uy < Au, < Az_ < Ay, Az < Ar, < Av, < ui, (4.4.3) 


(4.4.3) 意味 着 A(W3) C Wa, A(W4) C Wa. 与 [86] 中 的 定理 3.1 的 证 明 类 似 , 可 
知 Ap, S Apn FE, 并 且 Ab, = Ab, Apn =A py. 引 理 4.4.1 和 引 理 4.4.2 
保证 了 存在 R > 0, 使 得 当 RR > Ri 时 , 有 


i(A, Br Py; P) = 0, i(A, Bg f P^, P™) = 0. 


剩 下 的 证 明 同 定理 4.2.1 一 样 , 我 们 略 去 . 


§4.5 ”应 用 


本 节 的 目的 是 将 我 们 获得 的 抽象 结果 应 用 到 积分 方程 和 微分 方程 中 . 首先 ， 
我 们 考察 以 下 Hammerstein 型 积分 方程 


p(z) = f k(z,y)f(e(g)dy, =e @, (4.5.1) 


其 中 G 是 RY 中 的 有 界 闭 区 域 ,k : G x G — R! 是非 负 连续 函数 , HEG x G 
Ek#0,f:GxR'—R! 是 连续 函数 . 

S E=C(G) 表示 G 上 全 体 连 续 函 数 构成 的 空间 , 则 E EE Banach 空间 ， 
对 于 所 有 的 o € E, 其 范 数 为 ol = maxzea|e(z). it P = {yp € E : y(x) > 
0, z € G], 则 己 为 媚 中 的 正规 的 完全 锥 . 令 elz) = fi k(r.y)dy, z € G, WI 
e > 0. 


分 别 定义 算 子 F, K, A: EER 


(Fy)(2) = f(z, y), z€ G, V e € E, 
(Ke)(z) = 1 k(z,y)e(u)dy, z € G, V e € E, 


R A= KF. BW F:E—oEJé—T3XESUH ALT. BRE: G x G — R! 3E 
负 连 续 , 可 知 K : E — 已 是 一 个 线性 全 连续 算 子 上 且 K(P) C P, BC AXE E Eth 
是 全 连续 的 . 根据 Riesz-Schauder 定理 , 可 假定 K 的 所 有 正 特征 值 序列 为 {An}, 
满足 
À <À << À, <i 

方便 起 见 , 列 一 些 条 件 如 下 : 

(C1) ÆG 上 f(.,0) = 0, 对 于 每 一 个 ze G, f(z, o) 关于 v 非 减 ; 

(Co) FE h 满足 we < h, 其 中 1/ 是 一 个 正 数 , 使 得 


k(r,y)2h(v)k(zy), x, y, z € G; 


(Cs) lim ZG) = fo XT. z € G 一 致 成 立 , B. fo > X 

(Cs) lim £52 = f, 对 于 ze GBR B. foo > ny foo # Am k # 
2, 9, vt, dos qup 

为 了 证 明 我 们 的 主要 结果 , 需要 以 下 引 理 : 

引 理 4.5.1 ([78]) 算 子 K, A: E — E #E E E e- 连续 . 

引 理 4.5.2 ([78]) 假定 在 G 上 j(.,0) = 0, E. dry die = fo XF z € G — 
SUR, MT A 在 0 点 处 Fréchet 可 微 , E. A, = foK. 

引 理 4.5.3 设 lim £C) = fo 对 于 ze G 一 致 成 立 , 则 算 子 A 是 渐 近 线性 
的 , B. AÇ = f< K. 

证 明 由 lim AO — fo 对 于 z € G 一 致 成 立 可 得 , 对 于 任意 给 定 的 > 0, 
存在 R > 0 使 得 


[Es — fool «e ze€eG, |e| > R. (4.5.2) 


取 M = MaXreG,—R<y<R |f (z, o)l, 结合 (4.5.2), 有 


|f (2,9) — fooe| < M + fa R- elel, V ee E, lell > R. 


从 而 
Ae fo Kyl] = ||K(Pv) — fo Koll < ||KI(M + fook + €llyll). 


因此 
lim Ae feKel _ o, 
llell 一 oo Ill 
这 蕴含 着 算 子 4 是 渐 近 线性 的 , H Ao = f< K. 
我 们 的 结果 为 以 下 定理 : 


定理 4.5.1 假设 条 件 (Ci)-(Ca) 成 立 , 那么 , 积分 方程 (4.5.1) 至 少 存在 五 个 
非 平凡 解 , 其 中 两 个 为 正解 , 两 个 为 负 解 , 第 五 个 为 变 号 解 . 


证 明 根据 [78] 中 的 定理 4.1 的 证 明 , 可 知 定理 4.2.2 的 条 件 (i) 成 立 , 我 们 仅 
需要 检验 定理 4.2.2 的 条 件 (ii) 和 定理 4.2.1 中 的 条 件 (iii). 

由 条 件 (Cs) 以 及 引 理 4.5.2, 可 得 A, = fo, SE fol 的 特征 值 为 XL, 22, 
既然 fo > Ni, 可 知 Al, 有 一 个 特征 值 2: < 1. 进一步 , 根据 [78] 定理 4.1 的 证 明 , 
可 得 相应 的 特征 函数 V WU. pie < 少 < use, 其 中 py > 0 和 po > 0. 这 意味 着 定 
FE 4.2.2 中 的 条 件 (ii) 成 立 . 

根据 条 件 (Ca) 和 引 理 4.5.3, 可 得 A = fk, r(AL) = foor(K) = fot > 
1, 以 及 算 子 f< K 的 特征 值 为 26. X, .... 注意 到 fo An k 22,3, 我 
们 可 知 1 不 是 AL, 的 特征 值 . 故 定理 4.2.1 的 条 件 Gii) 满足 . ERE. 

现在 , 我 们 考察 以 下 椭圆 型 偏 微分 方程 的 边 值 问题 : 

ae z € Q, 


(4.5.3) 
Bo = 0, z € OQ, 


其 中 Q 是 R PRAGA, 00 € CHL. 0 < p< 1; f(z,.p):2xR!'—R! 3 
续 ; 


ü dy 
=e ai; (z a Um E b) Tc(r)e 
是 一 致 椭圆 型 算 子 , BI a; (z) = aji(z), bi(x), e(z) e CQ), m ) > 0 且 存 在 常数 
Ho > 0, 使 得 对 一 切 z € Q, € = (&1, €, ` ` . ,én) € R^, aA = ay; (x )&€; 2 MolE|?. 


i=1 


是 边界 算 子 , 其 中 8 = (b, Bo,… , B.) 是 OQ 上 属于 CU 的 向 量 场 满足 .n> 
O(n 表 0Q 上 的 外 法 线 单位 向 量 ). b(z) e CN" (00), 并 且 假定 是 以 下 三 种 情形 之 


(ij) 6=0 H d(x) = 1; 

(ii) 6 =1 H b(x)= 0; 

(iii) d= 1 H.b(z) > 0. 

根据 椭圆 型 方程 理论 [34, 94] 可 得 , 对 于 任何 ve C(O), 线性 边 值 问题 


Le(z)=u(z), z =€ Q, 
By = 0, z € N, 


具有 唯一 解 pu € CO); HS 
(Ku)(z)=g,(2), z € Q, 
则 K : C(Q) — CO 是 线性 全 连续 算 子 , 具有 可 数 的 无 界 特征 值 序列 : 


0<ÀB <À <À, €, À, — +oo, 


4 E = C (Q), W E WRF THER |l] = sup |p(z)| 的 序 Banach 空间 , H. 
rel) 
P-(peE|v(z)20, zen} 


是 五 中 的 正规 锥 . 显然 , E dk 尸 诱 导 的 半 序 < 下 为 一 个 格 , E. K(P) c P. 对 于 
yp E 五 ,定义 Nemytskii ATF 


(Fe)(z) = f(a, e(z)), zeg, 


BR F: E — BES, $ A = KF, W| A: E — E J LAT. 
方便 起 见 , 列 一 些 条 件 如 下 : 
(Di) lim ZG = fro 对 于 ze 0 Suit; 


(Dy) lim £59 = f-o 对 于 ze 页 一 致 成 立 : 


p 

(Ds) f(z,0) = 0, lim Z) = fo XF z € 0 —Sütr. 

根据 文 [86] 中 的 引 理 4.1 的 证 明 , 可 得 , AD = fuss K, Alp) = f-< K, A = 
fo. 


4 e = e(z) 为 以 下 边 值 问题 


Loeo(2) =1, z€ Ó, 
Bip = 0, z eon, 


的 解 , 易于 检验 , A # PA -P 上 e 85. 
我 们 的 主要 结果 如 下 : 


定理 4.5.2 $ f 满足 条 件 (D1)-(D3), FFB fro = fico =: foo. 此 外 , Z 

(i) f(z, v) KF v Antes 

(ii) fo > Ai; 

(ili) foo > At, foo k—2, 3, +++ foo < gu 
则 边 值 问题 (4.5.3) 至 少 存在 五 个 非 平凡 解 , 其 中 两 个 为 正解 ， 两 个 为 负 解 , 第 五 
个 为 变 号 解 . 

证 明 根据 文 [86] 中 定理 4.2 的 证 明 , 可 知 A Æ P A —P E. e- 连续 . 

既然 算 子 A, 的 特征 值 为 HR. UR, 由 条 件 (ü) 可 得 A, 有 一 个 特征 值 
A < 1. 进一步 , 根据 条 件 (1), 我 们 有 


(A) = foor(K) = P s 

既然 算 子 AL, 的 特征 值 为 2, 72, +++. 注意 到 foo A An, k= 2,3, 可 得 1 不 
是 A^, 的 特征 值 . 因此 , 定理 4.4.1 的 所 有 条 件 均 满足 , 证 毕 . 

为 获取 (4.5.3) 的 多 重 变 号 解 , 列 假设 如 下 : 

(Ei) f(z,0) = 0, V z € Q; f(z,g)p > 0, V z € Q, o £0, o € (—oo, +00); 

(E2) Jim 58 = fo X} z € Q 一 致 成 立 , H. An < fo < Anti, HP n HG 

(Es) lim £52 = f, Xt 2 € Q —BURIL, B. Ano < foo < Anori 其 中 mo 为 
偶数 ; 

(Ex) 存在 常数 r < 1 使 得 lim fee) = r 对 ze 机 一致 成 立 ， 


p 


定理 4.5.3 设 条 件 (E1)-(E4) 均 满 足 . 则 (4.5.3) 至 少 有 两 个 变 号 解 , 进而 有 
两 个 正解 和 两 个 负 解 . 


证 明 由 条 件 (E1) 可 得 


f(z,e)>0, Vo»0; f(z,v)«0, Vo«0. 
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重复 文 [89] 中 定理 3.4 中 的 证 明 过 程 , 可 得 A((E., N P)\{O}) C int(E4 N P), 以 
K A(— (Ees N P)\{9}) C int(- (Es, N P)), 其 中 


E, = (e € E : FFE u > 0 使 得 一 hei(7) € v € pes (z)}, 


int( Eee P) = (ç € (E,, P) : FE a > 0 K 8 > 04818 oei(z) < v(x) < Bñe|(z)1), 


这 里 el 是 K 对 应 于 第 一 特征 值 Ai 的 第 一 就 范 特征 函数 . 

从 条 件 (E2) 和 (Es) 可 知 , 定理 4.3.1 中 的 条 件 (H1) 和 (Ha) 成 立 . 

下 证 定理 4.3.1 中 的 条 件 (Hs) WE, 由 条 件 (Ea) 可 得 存在 ó > 0, 使 得 当 
0 « |g| < ó ht, & 


f(y) _l+r = 
» 4b 
p 2llell 
即 i 
+r " 
zc) < —— le ref. 
feel < ere 
mt 1+ 
" 
Ay|| € ——lle š 
lAo < 下 flelllel 
因此 ， 


， 4ol ganr 
lilo llyll 2 


故 定 理 4.3.1 中 的 条 件 (Hs) 成 立 . 
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第 五 章 ” 带 有 变 号 非 线性 项 的 动力 学 方程 与 差分 方程 的 正解 
85.1 ”时间 尺 度 上 一 类 带 有 变 号 非 线 性 项 动力 学 方程 的 正解 


85.1.1 引言 


本 节选 自我 们 的 工作 [95]. 在 本 节 中 , 我 们 研究 如 下 时 间 尺 度 上 动力 学 方程 
正解 的 存在 性 : 


(p(u>))Y + a(t) f(t, u(t)) =0, t € [0, T], (5.1.1.1) 
ó(u^(0)) = > ause), (T) = > ba(6) (5.1.1.2) 


Ho: R — RR RIS ELS] SR, (0) = 0. 
称 映射 o: R — R 为 递增 的 同 胚 且 同 态 映 射 , 是 指 以 下 条 件 成 立 : 
(i) Æ x € y, Wl ó(z) < oy), V ry € R; 
(ii) ó 为 连续 双 射 且 其 逆 映 射 也 连续 ; 
(iii) ó(zy) = O(z)G(y), Vr, y € R. 
贯穿 全 节 , 我 们 将 采用 以 下 假设 条 件 : ate 
(H) 0 < & < +++ < m- < p(T), ai, bj € [0,+00) 满足 > ozi B. 0 = 


m-—2 


X b < 1 

i=l 

(Hz) a(t) € Cra([0, T], (0, +00)) B. f a(r)Vr > 0; 

(Hs) f € C([0, T] x [0, +oo), (—co, +oo)), WF t € [T], A f(t,0) > 0, H 
a(t) f(t, u(t)) # 0. 

近年 来 , 时 间 尺 度 上 二 阶 三 点 边 值 问题 受到 了 强烈 的 关注 . 与 此 同时 , 带 有 
p-Laplacian 算 子 的 三 点 与 m 点 边 值 问题 也 被 广泛 地 研究 [95-105]. 然而 , 对 于 递 
增 的 同 胚 及 同 态 映 射 , 研究 结果 较 少 . 

我 们 乐意 提 及 Anderson, Avery 及 Henderson [96], Z. He [98, 99], Sun 及 Li 
[103], Ma, Du 及 Ge [106], Wang 及 Hou [107], Liu 及 Zhang[108] 的 一 些 结果 ， 
正 是 其 激发 我 们 研究 本 节 的 问题 . 

在 [96] 中 , Anderson, Avery 与 Henderson 考察 了 以 下 问题 : 


(@(u2))V +a(t)f(u(t)) = 0, t € (a,b), (5.1.1.3) 
ula) — Bo(u^(v)) = 0, u^(b) = 0, (5.1.1.4) 
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其 中 olu) = juu, p > 1, v € (a,b), f € Cha([0, +00), [0,+00)), a(t) € 
Cial(a, b), [0, +oo))， 对 于 某 些 正 数 Kn, Ku, 有 Kme < Bor € Kur. 借助 于 
泛 函 型 锥 拉 伸 与 压缩 不 动 点 定理 , 他 们 建立 了 上 述 问题 至 少 存在 一 个 正解 的 存在 
性 定理 . 

在 [98, 99] 中 , Z.He 考察 了 时 间 尺 度 上 p-Laplacian 动力 学 方程 正解 的 存在 


性 : 
(ó(u2))V +a(t)f(u(t)) 20, te (0,7), (5.1.1.5) 
满足 边 值 问题 
u(0) — Bo(u^(g)) =0, u^(T) = 0, (5.1.1.6) 
及 
u^(0) = 0, u(T) — Bi(u4(n)) = 0, (5.1.1.7) 


其 中 olu) = Jupu, p > 1, n € (0,p(T)), a(t) € Ci((0, T), [0, +oo)), f € 

C([0, +00), [0, +oo)), H Az € Bix € Bz(i = 0,1) 对 于 某 些 正常 数 A, B 成立. 

分 别 使 用 一 新 的 两 解 与 三 解 不 动 点 定理 , 作者 获得 了 问题 (5.1.1.5), (5.1.1.6) 与 
(5.1.1.7) 至 少 两 个 和 三 个 正解 的 存在 性 . 

在 近年 的 论文 中 , Sun 和 Li [103] 研究 了 如 下 时 间 尺 度 上 p-Laplacian 边 值 

问题 
(pp(us))7 + A(t) f(u7(t)) =0, +e (0,7), (5.1.1.8) 
u(a) — Bo(u^(a)) =0, wA(o(b)) = 0, (5.1.1.9) 


其 中 pplu) = |u|P2u, p > 1. 通过 分 别 应 用 Krasnosel’skill, Avery-Henderson 及 
Leggett-Williams 不 动 点 定理 , 建立 了 问题 (1.8) 与 (1.9) 的 至 少 一 个 、 两 个 和 三 
个 正解 的 存在 性 结果 . 

在 [12] 中 , D.Ma, Z.Du 与 W.Ge 获得 了 以 下 边 值 问题 单调 正解 的 存在 性 : 


(@(u')) + a(t) f(t, ut)) = 0, t € (0,1), (5.1.1.10) 
m-—2 m-—2 
u'(0) = > aju’ (£i), u(1) = > bu(E;). (5.1.1.11) 
采用 的 主要 工具 为 单调 迭代 技巧 . 


在 [107] F, Wang 与 Hou 研究 了 如 下 m- 点 边 值 问题 : 
(ó,(u/)) + f(t, u(t)) =0, t € (0,1), (5.1.1.12) 
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-Ya ó (u (6,)), ul -Ya u(&;), (5.1.1.13) 


其 中 plu) = [ul?u, p > 1, & € : DWEOc&c«&hcc ci < 1 HB 
ai, bi 满足 ai, bi € [0, +00), o< Fa <i, S0« Eh «ll 


4 
ff, = min {guia DT "E u € [yp, at. 
_ f(t u) 
fs = max [ max "Wr d :UE 0.01} ; 
他 们 获得 了 以 下 结果 . 


定理 5.1.1.1. 假定 以 下 条 件 成 立 : 
(C1) 存在 pi, p2, p3 € (0, +oo) 满足 pl < yp2 Ë. p> < ps 使 得 


o < ó (m), f, Z (My), TEAT re€00, fe < OlM); 
(C2) 存在 pi, p2, pa € (0, +00) 满足 pi < p> < ?ps 使 得 
f > plM), f < ó,(m), z Az, TEOK,, fips < bp( MY). 
则 (5.1.1.12), (5.1.1.13) 有 两 个 正解 . 
我 们 注意 到 刘 和 张 [108] 研究 了 如 下 微分 方程 形式 的 正解 的 存在 性 
(olx) + q(t) f(a(t)) =0, t € (0,1), (5.1.1.14) 
x(0) — Ba'(0) = 0, a(1) + óz' (1) = 0, (5.1.1.15) 


其 中 几 : R — RABAT BETA SERA, o(0) = 0. 通过 使 用 一 不 动 点 指数 
定理 , 他 们 证 明了 其 一 个 和 两 个 正解 的 存在 性 . 

上 述 文献 中 , 采用 的 关键 条 件 为 非 线性 项 非 负 . 若非 线性 项 在 某 些 区 间 上 为 
负 值 , 则 解 不 再 四 下 . 事实 上 , 涉及 到 变 号 非 线性 项 的 p-Laplacian 方程 的 结果 较 
少 . 

Agarwal[109] 通过 使 用 上 下 解 方法 考察 了 以 下 奇异 边 值 问题 


(dp(y'))' + a(t) f(t, u(t)) =0, te (0,1), (5.1.1.16) 
y(0) = y(1) = 0, (5.1.1.17) 
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其 中 非 线性 项 f 允许 变 号 . 
# [110] 中 , D.Ji, M.Feng 和 W.Ge 考察 了 以 下 边 值 问 题 多 重 正解 的 存在 性 : 


(óp(u)) + a(t) f(t,u(t)) = 0, t € (0,1), (5.1.1.18) 
= 2 auli), u(1) = > biu(&i), (5.1.1.19) 


HP O< E <::: < En < 1, ai, bi € [0, +00) 满足 0 < Ya, Dh <1. 非 线性 


项 f 允许 变 号 . 借助 于 锥 上 算 子 的 不 动 点 定理 , 给 出 了 (5. 1 1. 18) 与 (5.1.1.19) 解 
的 存在 性 的 充分 条 件 . 
新 近 , Y.Zhu 和 J.Zhu [110] 考察 了 以 下 时 间 尺 度 上 p-Laplacian 多 点 边 值 问 
Ti 
(óy(u))V + a(t)f(t,u(t)) = 0, t € [0,7], (5.1.1.20) 


>>. dp(u-(&)), w(T = Fa £i), (5.1.1.21) 


其 中 ou) = juu, p > 1, & € [T] WE 0 < & < € < +++ < £s < p(T). 
借助 于 不 动 点 指数 , 他 们 给 出 了 上 述 问题 多 重 正解 存在 的 若干 充分 条 件 . 特别 地 ， 
非 线 性 项 可 以 变 号 . 

KEF, 我 们 的 工作 集中 在 非 线性 项 可 变 号 的 情形 , 方法 来 自 [112-114]. 本 
节 如 下 安排 : 第 二 部 分 , 我 们 证 明 几 个 预备 结果 , 第 三 部 分 集中 讨论 (5.1.1.1) 与 
(5.1.1.2) 的 正解 存在 性 , 主要 工具 为 不 动 点 指数 理论 . 


85.1.2 ”预备 知识 
为 证 明 主 要 定理 , 我 们 建立 一 些 引 理 , 这 些 引 理 基 于 以 下 线性 边 值 问题 


(d(u*))¥ + h(t) = 0, t € [0,7], (5.1.2.1) 
= > aié(u^(&)), u(T) = 3 b;u(6;) (5.1.2.2) 
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引 理 5.1.2.1. 对 于 h € Cul0, T], 则 边 值 问题 (5.1.2.1) 及 (5.1.2.2) 有 唯一 解 


Eyfa ! (fo h(r)Vr — A) As 
uo =f e? (f avr- jap 2 
d (5.1.2.3) 

其 中 

>` ai p h(r)Vr 
E-S MM 

1— S m 
ici 

证 明 4 u Om (5.1.2.3) 的 定义 , 对 (5.1.2.3) X delta 微分 , RITE 


u(t) = 97! (- [rov + A) ; 
== (f np- | 


对 上 述 表 达 式 进行 nabla 微分 后 , 有 (elut) = 一 h(t). 
接 下 来 , 证 明 u 满足 (5.1.2.2) 中 的 边 值 条 件 , 另 一 方面 , 我 们 有 


进而 , 得 到 


m—2 : 
Y ai f h(r)Vr 
fl 


使 得 


pul 


另 一 方面 , 可 得 


PL JE 67 (ft h(r)Vr — A) As 
(T) ==: — 
= bi 
izi 
H T E 
PEIUS 
-F & 
i=l 
使 得 y 
m-2 Y bi Ja d V (fo h(r)Vr — A) As 
pk» biu(&i) = 二 一 一 一 一 一 一 = u(T), 
i=1 1 一 b; 
i=l 
故 
m—2 
= »3 b;u(£i). 


以 至 于 由 (5.1.2.3) 给 出 的 4 是 (5.1.2.1) 和 (5.1.2.2) RU RE. 

易于 知道 边 值 问题 (lu^) = 0, $(u^(0) = > a @(uA(6,)), wu(T) = 
SC bu(&) 有 唯一 的 平凡 解 则 由 (5.1.2.3) 确定 的 也是 (5.1.2.1) 与 (5.1.2.2) 的 
唯一 解 

令 Culo, T] 上 的 范 数 为 最 大 值 范 数 ， 则 Cul0, T] 为 Banach 空间 . 我 们 定义 


两 个 锥 如 下 
K = {u|u = Cral0, T], u(t) 2 0, V tE [0, Th 


H. 
已 = (u|u € Cial0, T], u 在 [0, T] 上 非 负 , MHAIRI}. 


引 理 5.1.2.2([111]) # u € P' HÆ (5.1.2.2), 则 


inf u(t) > 
inf, u(t) > 7 | u l, 


其 中 


y= > 51 - T^ llu|| = ax tutt). 
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4 
K' = (u|u € Cu[0, T], u Æ (0. T] 上 非 负 且 单调 减少 ， Im ut) = 7 | u I} 


Ep y 同 引 理 5.1.2.2 定义 一 样 . 
4 X = Cu[0, T], 定义 算 子 A, T, T" 如 下 . 


(Au)(t) = T o! [Í a(t) f(T u(r))Vr — A) As 


m—2 
1 一 > b; 
i=1 


(Tu)(t) = fi oo ([ eye u(r))Vr — A) As 
+ Si - 


+ 


其 中 


lI 
= 


(B)* = max{B,0}, A=—+ 


i=1 


XF ue X, EMO: X — K HF (0u)(t) = max{u(t), 0}, W T= 0 o A. 


_ X dj p a(r)f*(r,u(r))Vr 
ft(t,u) = max{f(t,u),0}, A: = -—— 
1— Gi 
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AMT 的 全 连续 的 证 明 一 样 , 我 们 仅 证 明 T : K' — K 全 连续 
引 理 5.1.2.3 T': K' 一 K' 全 连续 . 


证 明 首先 , 我 们 证 明 T'(K') C K'. 
Vu € K', 易于 检验 T'u 非 负 , MEHA [0,7] 上 递减 . 则 T'u e P'. 进一步 , 可 
AI T'u 满足 (5.1.2.2). 这 样 , 引 理 5.1.2.2 意味 着 


a 
ie., T'u e K'. 因此 , 我 们 可 得 T'(K") C K'. 

其 次 , 我 们 证 明 T" KARKR HH. 

假设 e > 0 为 常数 , Hue K, = {uce K':|| u ||< e). 注意 到 ft 的 连续 性 确 
TRI. FE L > 0 使 得 f+(t,w(t)) < olL) 对 于 te [0, T] 成立. 因此 


E SE d 


Pane > 7 || T'u ||, 


m—2 Gi . T 
T > a f a(r)Vr PON As 
= ici 
< Lj J a LES kf Ae ə= za 
0 j= b; 


故 T'K KAR. 
此 外 , 注意 到 对 于 任意 的 ti, te € [0, T], 有 


|(T'u)(t1) — (T'u) (ta) 


[ 从 ee alr)f*(r;u(eyjwr -- À) As 


T 
< Lith — tao n a(r)Vr + 9 — 
0 


故 应 用 时 间 尺 度 上 的 Arzela-Ascoli 定理 [115], 可 得 T(K) 相对 紧 . 

最 后 , 从 了 和 a(t) € Cia([0, T]. [0, +oo)) 的 连续 性 , 可 得 T" 连续 . 因此 , T" 全 
连续 . 证 毕 . 

既然 A: K 一 > X 全 连续 , 由 [113] 的 引 理 3.2, 或 [114] 中 的 引 理 3, 我 们 可 
f$ T—0o0A: K — K 全 连续 . 


TE. 


本 节 的 主要 工具 基于 以 下 不 动 点 指数 理论 . 


引 理 5.1.2.4([8, 12]) & B 为 Banach 空间 , HS K C B Jy B 中 的 锥 . 设 r>0 
B.T: K, — K 全 连续 , 使 得 Tr Z z MF OK, := (z € K : ||z|| =r} RE. 则 
以 下 结论 成 立 : 

(1) 若 对 于 所 有 z € OK,, 有 |x| < ||Tz]|, W iT, K,, K) = 0. 

(2) 若 对 于 所 有 的 ze OK,, 有 ||=|| 2 |Tel], WJ i(T, Ki, K) = 1. 


§5.1.3 ”正解 的 存在 性 定理 
方便 起 见 , 给 出 以 下 记号 : 


m—2 & m—2 
T > Qi a(r)VT T= bi€: 

M = ç" f a(r)Vr+ EH 2 x L 
: 1— 22 ai 1 = b; 


1 一 »» a 
m—2 £i 
m—2 €i 2. Qi a(r)VT 
bio! I a(r)Vr + = (T — &) 
= : l= X, 
i=1 
+ m—2 
EFA 


定理 5.1.3.1 WE (Hi), (H2) H. (Hs) 成 立 ,存在 c,b,d > 0 1840 < £ < c < yb< b. 
且 假 定 f 满足 以 下 条 件 : 

(Hj) flt,u) 20, (tu) € [0, T] x (d, b]; 

(Hs) f(tu) < HF7), (bu) € [0,7] x [0. d]; 

(He) f(t,u) > ax) (t.u) € [0, T] x [yb, b]. 

则 (5.1.1.1), (5.1.1.2) 至 少 有 两 个 正解 ui 及 us. 

证 明 首先 , 我 们 证 明 T 有 一 个 不 动 点 ui € K 满足 0 < ull «c 对 于 所 有 的 


使 得 f 
Qr? (/ a(r)f(r,u(r))Vr 一 A) 
0 
T €i ( jy 
" ai a(r)Vr 
< — ? a(r)VT += = 
M 0 m—2 
] 一 > a; 
izl 
m—2 là ( jy 
p ai a(r)Vr 
< T J a(r)Vr + EH — 
d Ë 1 一 > a; 
i=1 
因此 , 可 得 


ITul| = max ta -1 (f atcM uten - 4) as) 


+ max = 
te[o.T] j- P bi 
m—2 Si m—2 T 
c i > E i=l 2 "i 
< ot] f ay + St V al f As 二 后 
l= 34 bi 
i=1 i=1 
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m—2 £ 
dia T > a f a(r)Vr S (Te) 
= — o a(T)VT + 一 x | T+ = 
M 0 Td 1-5 by 
Le >; Qj È, 
i=1 
m-—2 £i 
ge cov ks Or) EM 
= — T x i= 
M 0 1 _ m—2 i m» 
i-i n 
= e= |lull. 
由 引 理 5.1.2.4, 可 知 
UT, KK) = 1. 


故 了 在 天。 中 有 一 个 不 动 点 u1. 借助 于 (Hs), 我 们 可 知 wi 也 是 4 在 K 中 的 不 
动 点 . 因此 , w 是 (5.1.1.1) 和 (5.1.1.2) 的 解 . 

现在 , RINER A 有 男 一 个 不 动 点 uo WE c< |ual] < b. XF u € ôK, BH 
ul] =c. 由 (Hs). 可 知 


Tul] 
m—2 
TN T 2, a f a(r)Vr rE 
< M? a(T)VT + =- 一 一 
1— Maij ties 
i-i 
= e= llul. 


MF u € OK;, Bl ||u|| = b EZ. XF t [0,7], A yb < ult) < b. 我 们 可 使 用 (He) 
得 到 
J a(r)f*(r,u(r))Vr — Ay 
0 


m— €i 
| Y a Í a()ft(z,u(r))Vr 
=f ar)f+(Tiur))vr+ 一 > 


m—2 
1— > aj 


进而 可 得 


b m=2 T =i 8 
Saf e |f« 
IN j=] ü 0 


EVI m—2 
N = 1— à; 
i=l 
T m—2 
] 一 bj 
i=1 
m—2 Ši 
b > a f a(r)Vr 
= =g! 二 一 0 一 一 一 T 
N 1— T a 
i=l 
m—2 £i 
T & a f a(r)Vr 
* bo^! f a(r)Vr + -二 一 (T =&) 
"3 1— Ai 
i=l 
T m—2 
i5 h 
i=1 
= b= llul. 


借助 于 引 理 5.1.2.4, 可 知 
i(T', K',K')=1, i(T', Ki, K') = 0. 


因此 
i(T', KNEE)=0 一 1= 一 1， 
故 在 Ki\K 中 有 一 个 不 动 点 , B. c < luz|| < b. 
最 后 , 我 们 证 明 wa 也 是 4 在 KAK. 中 的 不 动 点 ， 我 们 仅 需 证 明 Au = 
T'u, Vu € (KANKO 门 {wTw = u}. 
事实 上 , Yuz € (KAK) (\{ulT’u = u}, 有 uz(0) = |u] > c, 应 用 引 理 
5.1.2.2, 可 得 
aan u(t) > * || ua ||> ye > d. 


Bd < uo(t) < b *F t € [0, T] RE. 由 条 件 (Ha), 可 知 ft (t, uo (t)) = f(t,uo(t)). 
这 意味 着 Au» = T'us = Ug, ¿.e., ug 是 一 正解 ， 且 C < || wo || < b. 
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85.14 ”一 个 例子 


4 T= (1— GN UG. 1), No 表示 所 有 非 负 整数 集 . T = 1. 考察 如 下 边 值 
问题 


(ó(u^))V + f(t,u(t)) = 0, te [0,1], (5.1.4.1) 
é(u^(0)) = FUG), wT) = 5u(5) (51.42) 
其 中 
ó(u) = u, 
1—8w, (t.u) € [0, T] x [0, i] 
—3 + 4u, (t,u) € [0, T] x [§, 1], 
Pasi 1+ i2(u-1)?, (t,u) € [0,7] x [1,5], 


1 + 1996 L (486 — 10de) (u — 5)?, (t.u) € [0, T] x [5, 18], 
1 + XI + (388 — 1x16)13? — 10(u — 18)?, 
(t, u) € [0, T] x [18, +00). 

Sr T 0 as [0, +00) — (一 co, +00) el 此 情形 下 , a(t) = 1, a, = 
i bi = i 直接 计算 可 得 M = 2, N= H, e i 

us vum b= 18, STI 0 < T = 
6 < 18-— b, H f 满足 以 下 条 件 : 
(i) f(t,u) >0, (&ue [0,71 x x 1 


1 
Y og eet Putte 
3 


(ii) f(t,u) < 1+ (5-1? < Z = 5 (t, u) € [0, T] x [0,5]; 
(ii) f(a) > 1+ IS + SF — pos x HF), (tu) € [0, T] x [6, 18]. 


因此 , 定理 5.1.3.1 AUAM, 问题 (5.1.4.1) 与 (5.1.4.2) 至 少 有 两 个 正 
ft. 


85.2 一 类 离散 型 p—Laplacian 方程 的 正解 


85.2.1 引言 
本 节选 自我 们 的 工作 [116]. 本 节 的 目的 是 寻求 以 下 问题 正解 的 存在 性 


| A|é,(Au(t — 1))] + a(t)f(u(t)) =0, tell,T+1), 


Au(0) = u(T + 2) = 0, (5.2.1.1) 


TÉ 


其 中 Øp is p-Laplacian 算 子 , ie. dp = |s|P2s, p > 1, (ó) = dy, A = 
1, T > 1 是 一 固定 的 正 整数 , A 表示 步 长 为 1 的 前 跳 差分 算 子 , H [a,b] = (a.a 
l... ,b 一 1,b} C Z 表示 所 有 整数 集 . 

我 们 集中 在 非 线 性 项 f(u) 变 号 的 情形 . 通过 采用 不 动 点 指数 理论 , 获得 了 边 
值 问题 (5.2.1.1) 至 少 存在 两 个 正解 的 一 些 新 结果 . 其 方法 受 文献 [110, 111] 的 激 
A. 由 于 在 诸多 领域 的 广泛 应 用 , 诸如 经 济 学 、 神 经 网 络 , 生态 学 与 控制 论 等 , 自 
1970 年 以 来 , 非 线性 差分 方程 理论 已 被 广泛 研究 , 参见 [117-120]. 与 此 同时 , 差分 
方程 边 值 问 题 也 受到 众多 学 者 的 关注 , 参见 [117, 118, 121-127]. 其 方法 主要 基于 
不 动 点 定理 . 例如, Æ [123] 中 , 通过 使 用 锥 上 的 Guo-Krasnosel’skii 不 动 点 定理 
和 不 动 点 指数 理论 , 作者 获得 了 边 值 问题 (5.2.1.1) 的 一 个 及 两 个 正解 的 存在 性 定 
理 . 在 [124] 中 , Li 与 Lu 借助 于 Avery-Henderson 不 动 点 定理 , 给 出 了 (5.2.1.1) 
至 少 存在 两 个 正解 的 结果 进一步 , 受 [123, 124] 的 激发 , 在 [126] F, Wang 及 
Guan 通过 应 用 Avery 五 泛 函 不 动 点 定理 , 获得 了 (5.2.1.1) 至 少 有 三 个 正解 . 

另 一 方面 ,临界 点 理论 已 被 应 用 于 差分 方程 的 研究 中 , 在 [121] 中 , Pasquale 
Candito 考察 了 以 下 问题 


| —A[és(Au(t — 1))] = Af(k,u(k)), k€ [LT], 


(5.2.1.2) 
u(0) = u(T + 1) = 0, 


通过 临界 点 理论 , 建立 了 边 值 问题 (5.2.1.2) 至 少 三 个 解 和 两 个 正解 的 存在 性 定理 . 

然而 , 几乎 上 述 所 有 工作 仅 考 察 的 是 p-Laplacian 方程 带 有 非 负 非 线性 项 的 情形 . 

因此 , 一 个 自然 的 问题 是 , 考察 非 线性 项 变 号 时 , p-Laplacian 方程 正解 的 存在 性 . 
贯穿 本 节 , 我 们 假设 以 下 条 件 满足 : 

(Hi) a: [1,T +1] — (0, +oo); 

(H3) f :[0,+00) — R 连续 . 


85.22 ”预备 知识 及 引 理 


今 


E = (u:[0, T + 2] — R|Au(0) = u(T + 2) = 0}, 
TREE lull = max, [uit] WJ (E, |- 为 一 Banach 空间 , 定义 两 个 锥 如 下 
P= {u: u€ E, u(t) > 0, t e |0,T + 2]), 


与 
P'—(u:ue E, u Æ (0,7 + 2) 上 是 凹 的 且 非 负 单调 减少 }. 


RS 


引 理 5.2.2.1( [123, 124, 126]) # u € P”, W| u(t) > z llull for t € [0, T + 2]. 
A 
e 


K —(u:uc E, u Æ [O, T -- 2 上 非 负 且 单调 减少 , u(t) > yllull, t € [0.1], 


l 
_ (T +2 — l) [} a(i)] 
其 中 = Pea, 1 = —— le Z 固定 , 使 得 0 < /< 
2 $al2, a) 


T+2. 
注意 到 u 是 边 值 问题 (5.2.1.1) 的 解 当 且 仅 当 


T+1 


T (i)f(u ol, t € [0, T +2]. 
我 们 怎 义 算 子 F: P —-B S S : K — E Wi F 


T+1 


= Date 2 ol, t € |o, T +2], (5.2.2.1) 


, Ee Te. (5.2.2.2) 


T+1 8 
(Su) 四 = Dod Pu (i) f* (u(i)) 


其 中 f*(u(t)) = max{f(u(t)),0}, t € [0, T - 2. BL S: K — K 全 连续 (参见 
定理 [123] 中 定理 3.1 的 证 明 ). 


引 理 5.2.2.2( [12]) 4 K 为 Banach 空间 X 中 的 欠 D 是 X 中 的 一 有 界 开 子 集 , 
满足 Dr = DANAK Z B. Dk ZK. (RRA: Dk — K 全 连续 , 使 得 x Z Ar 
对 于 x € OD 成 立 . 则 以 下 结论 成 立 : 

1) Æ ||Az|| € ||z||, x € 9Dx, 则 ikx(A, Dy) — 1; 

(2) EFE zo € K0} ff x Z Az + Azo, 对 于 所 有 z € ODE 及 所 有 入 >0 成 
Z, Wl ik (A, Dk) = 0; 

(3) 4 U WX 中 的 开 集 , 使 得 UC Di. P ik (A, Dk) = 1 B. ix(A,Uk) = 0, WI 
4 在 Dkr\Uk 中 有 一 不 动 点 . F ix(A, Dk) = 0 5 ik (A,Ux) = 1, 相同 的 结果 成 
X. 
引 理 5.2.2.3((128]) $ K, = (u(t) € K : ||u| < p), Q, = (u(t) € K : min u(t) « 
oie). 则 Qo。 有 以 下 性 质 I 

(a) Kp CO, C K; 


) Q, 相对 于 K 为 开 集 ; 
) z € dQ, 当 且 仅 当 min x(t) = yp; 


(b 
(c 
(a) # z e AM, Wap < alt) < p MEF te [0,1 MRM. 


- Esp 


4 


M = = >: 


i=1 


注 记 5.2.2.1. H (Hı), 可 知 0 < m, M < «oo, My 


引 理 5.2.2.4. 4 f 满足 以 下 条 件 


f(u)€ó,(mp, ue, p], u Su, uc OK,, 


Du 


ix (S, K,) - 1. 


证 明 # u € OK,, 则 由 (5.2.2.2), (5.2.2.3) 与 (5.2.2.5), 可 


T+1 


(Su)t) = 


iM 
Ss 
prj 


IA 
? iM? 
= 
iM iM 


te 
lI 
° 


= Y mpo, ,| 


这 意味 着 ||Sul| < |lull, u € OK,. 由 引 理 5.2.2.2 


引 理 5.2.2.5. # f 满足 以 下 条 件 


fu) > o(Myp), uel[yp,pl, u+ Su, u € Av, 


WI 
ix(S, Qp) 


WEB] < e(t) = 1, t e [0, T + 2], W| e € OK. BPR, 我 们 证 明 


u# Su+ Ae, u€ OQ, À> 0. 
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,au )p(mp) 


= ati] =v 


= 0. 


= Tt 
= M5 


(5.2.2.3) 


(5.2.2.4) 


< m. 


(5.2.2.5) 


(1), 我 们 有 ix (S, Kp) = 1. 证 毕 . 


(5.2.2.6) 


事实 上 , PARAR. 则 存在 uo € OQ,, B. Ao > 0 使 得 uo = Auo + roe. 则 由 (5.2.2.2), 
(5.2.2.4) 及 (5.2.2.6), 可 得 


uo(t) = (Suo)(t) + Ao 


> (Sug) (1 ) + Ao 


= 5 4 [Ea i) f+ (uoli » i 


> (T +2 — Dó, P a(i) F*(uoli) + Ña 
> (T 4-2— 106, P alipe) EN 


l 
= (T +2-)Mrpy [Ya] x 
i=1 


结合 引 理 5.2.2.3(c)， 可 知 yo > yp + Ao, FA. 故 根据 引 理 5.2.2.2 (2), 得 
ik (S, Q,) = = 0. 


85.2.3 ”正解 的 存在 性 定理 
定理 5.2.2.1 设 (H,) 与 (Ho) 成 立 , 且 假 定 以 下 条 件 之 一 成 立 : 
(Hs) 存在 pi, p» € (0, +oo) 满足 pi < yp2 H p> < ps 使 得 
(i) 对 于 we (0, 91], Æ f(u) < ó; (mpi); 
f(u) > bo Myp2), B. z Z Sz, z € 00; 
(iii) 对 于 we [0, p3]. Æ f(u) € ó,(mps). 
(H4) 存在 p, p H ps € (0, +oo) 满足 pi < p» < ps 使 得 
(i) 对 于 we [97 p1, po], A flu) 2 9l Map); 
(ii) 对 于 we (0, po], A f(u) < d H z Z Sz, z € OK,p,; 
(iii) f(u) 2 0, u € [yp2, pa]; ) > 6o (Mops), u € [yp3, p3]. 


则 (5.2.1.1) 至 少 有 两 个 正解 u 与 uo. 
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证 明 假设 (Ha) 成 立 , 我 们 证 明 S 有 一 个 不 动 点 ui 或 者 在 OK, 或 者 ui 在 
Q, V Kp, P. Æ u Z Su, u € OK,, UOK p: 根据 引 理 5.2.2.4 及 5.2.2.5, RITE 


ig(S,K,)-1, te(S, 2p.) —0, ¿g(S, K,,) = 1. 


根据 引 理 5.2.2.3(b) 及 pi < ypo, RITA Kp, C Kopa CQ 由 引 理 5.2.2.2(3), S 
有 一 个 不 动 点 u € Op, K, . 类 似 地 , S 有 一 个 不 动 点 uo € KS NOS. BR, 


í > pi, i t) = = ' 
lull > pi min a) uil) 之 了 ll > yer 


这 意味 着 ypi < u(t) < p2, t € [0,1]. 由 (Ha) (3), RATA f(t, u(t)) > 0, te 
[0,1], BD f*(t, ui(t)) = f(t,ui(t)). 因此 , 可 得 Su; = Fu. 这 意味 着 u 是 下 的 一 
个 不 动 点 . 从 us € Ka MS. pa < pa 及 引 理 5.2.2.3(b), 可 知 Kp, C O5, C Koy. 
TA, lull > po. 这 意味 着 


1 t) = l 2^ 2 . 
min u2(t) = ux(l) > yllu2|| > Y^ po 


因此 ， 
77 p2 < ux(t) € ps, t € [0, I]. 


根据 pi < yp 及 (Hs)Gü), A f(t,ua(t)) > 0, t € [0,1], BH f*(t,uxt)) = 
f(t.uo(t)). &k uo 是 下 的 另 一 个 不 动 点 ， 这 样 , 我 们 证 明了 (5.2.1.1) BDA 
两 个 正解 ui 及 uo. 

当 (Hy) 成 立时 , 证 明 类 似 , 此 处 略 去 . 证 毕 . 


定理 5.2.2.2. VE (Ai) 与 (Ho) 成 立 , 且 假 定 以 下 条 件 之 一 满足 : 
(Hs) 存在 pi, p2 € (0, +oo) 满足 pi < yp» 使 得 


(ü) 对 于 we [0, p1], A f(u) € ó,(mp.); 
(ii) 对 于 u € [ypi, p], A f(u) > 0, 进而 对 于 we [ypo, po], A 
f(u) > bp( MYp2). 
(Hs) 存在 pi, p» € (0, +00) 满足 pr < p> 使 得 
(ü) 对 于 we [po po], A f(u) > bp(M pr): 
(ii) REF u € [0, po], Æ f(u) € op(mpz). 
W (5.2.1.1) 至 少 有 一 个 正解 . 
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85.2.4 ”一 个 例子 


考察 如 下 边 值 问题 
| A|[ó,(Au(t = 1))] + a(t)f(u(t)) =0, te [1, 4], (5.2.4.1) 
Au(0) = u(5) = 0, 
FH p = 3/2, q=3, a(t) S1, T=3 H 
(u— $)", we (0, Z]; 
(4)? sin(Bzu 一 382), u € [&., 1]; 
f(u) = 4 ($)? (6- 5u) + (35)3(5u — 5) ue [1,8]; 
(4)? + ha (u-$)?, we (8,5); 
(4)? + er — 921 + (u—5)(8—u)], we [5, +00). 
易于 验证 f : [0, +00) — RE. 选取 1 = 3, 直接 计算 可 得 
3 
- (42-9 [200] asi s 
= [Sac] lo) + ta ^ 
4 8 -1 4 1 
m = ba o|) = Deo + a(2) ento) = 39° 
s=0 i=1 s=0 
M = m 3)ó “le J 
= (26, [a(1) + a(2) + a(3)]] ~ 
= (2.32) 1 = = 


Ta] 2 1 34-2— E 9. 2 
Te tag 577532 T B 18 Ob 
HB oi = 1, pa = 5, p3 = 8, Wl yp < pr < YP2 < pa < pa. 
此 外 , 由 f 的 定义 , 可 得 
(对 于 we [0,1] A f(u) < dp(mpr) = (2); 
(ü) 对 于 u € [$ 1,8], A f(u) > 0, 进一步 , MF u € [£ - 5,5], A flu) > 
如 (MTpa) = (B+ & +5)? = (395 
(ii) 对 于 we [0,8], A f(u) < 加 (mps) = ($ : 8)? = (£). 


9 6 
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4 8 4 
(Su)(t) =” % P ato (a) = [aD U) +++ + als) f uls). 


既然 ft(u) < (4)? + La (5 — £), u € [0,5], t € [0,5]. 对 于 ve 005, RITE 
|| Sul] = Su(0) 
-> [a(1)f* (u(1)) +- + als) f uls)? 
= [f+ (u(1))?2 + [f+ (u(1)) 
f* (u2)) + [f (u(1)) + f+ (u(2)) + f t (u(3))]2 
+[f*(u(1)) + ft(u(2)) + ft (u(3)) + £* (u(4))]2 
< 30[ft(u)]2 < 30(22-)2 < 5 = lul. 


这 意味 着 Su Z u, MF u € OO; 成 立 . 这 样 , 定理 5.2.2.1 中 条 件 (Ha) 满足 . A 
此 , 边 值 问题 (5.2.4.1) 有 两 个 正解 ui, uo. 


85.3 时间 尺度 上 二 阶 Sturm-Liouville 半 正 问题 的 正解 集 
的 结构 


85.3.1 引言 


在 本 节 中 , 我 们 研究 以 下 时 间 尺 度 上 二 阶 非 线性 Sturm-Liouville 问题 的 正解 
集 的 结构 


(py^)V (t) + Af(t,u(t)) =0, t € (a, br, (5.3.1.1) 
ay(a) — B(py*)(a) = 0, yy? (b) + 5(py*)(b) = 0, (5.3.1.2) 
其 中 入 > 0, 
p: [a,o(b)|r — (0,+00), p € Cla,o(b)]z, (5.3.1.3) 
8, ó € (0, +oo), a, y € [0, +œ), By + oó + oy I c >0. (5.3.1.4) 
a P(T) 


我 们 指出 连续 函数 f : (a blr x [0,+co) — R 是 半 正 的 , 即 存在 M > 0 使 得 
f(t,y) > -M 对 于 所 有 的 te (a, blr Ry > 0 MA. 
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涉及 到 时 间 尺 度 上 半 正 问题 的 正解 集结 构 的 文献 较 少 . 我 们 愿意 提 及 Kauf- 
mann 和 Kosmatov [129], Anderson 及 Wong [26], Sun 和 Li [130], Davidson 
与 Rynne [131], Luo [132] 的 一 些 结果 , 正 是 上 述 文献 激发 我 们 考察 (5.3.1.1) 和 
(5.8.1.2). 
在 2007 年 , Kaufmann 和 Kosmatov [129] 研究 了 如 下 非 线性 Sturm-Liouville 
问题 : 
—ag 2^ (t) = Af (t, z(a(t))), t € [0, 1]v, (5.3.1.5) 


az(0) — 8z^(0) =0, yax(o(1)) + óz^(c(1)) = 0, (5.3.1.6) 


HEH a, 8, y, ó 2 0, 38 + oó + yo (1) > 0. 对 于 函数 f, 作者 强加 了 如 下 假设 : 
(Hi) f : T x [0, +oo) — R 连续 , HFE M > 0 使 得 在 T x [0, +oo) E, 有 
f(t,y) + M > 0; 

(H3) 


y—*oc y 


在 [u,v] 上 一 致 成 立 , KP i = minfr eT: 72 sq, v —-max(re T: +> € 
So} 作者 获得 以 下 定理 


定理 5.3.1.([129].) 假设 (H )-(H;) 满足 ， 则 对 于 充分 小 的 À > 0, 边 值 问题 
(5.3.1.5) 及 (5.3.1.6) 至 少 有 一 个 正解 . 


我 们 注意 到 Anderson 和 Wong [26] 使 用 与 (Hi) 和 (Ho) 相同 的 条 件 研究 了 
半 正 边 值 问题 (5.3.1.1) 与 (5.3.1.2), 且 建 立 了 相似 的 定理 ( 见 [26] 中 的 定理 3.2). 
Sun 与 Li [130] 讨论 了 以 下 半 正 边 值 问题 : 


—g4(t) = f(t, z(t)), t € [0, T]r, (5.3.1.7) 


z(0) = 0 = 2(07(T)), (5.3.1.8) 


KH T>0 固定 , B 0,T e T, f : [0, T]r x [—o(T)o?(T)M, +œ) — [—M, oo) 
连续 , M > 0 为 常数 ， 然而, 不同 于 条 件 (Hi) Al (H2). 对 了 施加 的 条 件 是 局 部 
的 . 换言之 , 边 值 问题 (5.3.1.7) 与 (5.3.1.8) 的 可 解 性 仅 依赖 于 f ERRARE E 
的 高 度 , 而 与 其 在 这 些 有 界 集 之 外 的 取 值 无 关 . 

另 一 方面 , 近年 来 , 通过 采用 全 局 分 歧 理论 , 针对 时 间 尺 度 上 动力 学 方程 的 解 
集结 构 , 相继 开展 了 初步 的 研究 . 在 2002 年 , Davidson 和 Rynne [131] 研究 了 时 
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间 尺 度 上 以 下 边 值 问题 : 
—u5^ (t) + q(t)u* (t) = Au*(t) + f(A, t,u7(t)), te T, (5.3.1.9) 
u(0) = %(1) =0, (5.3.1.10) 


其 中 入 e R, Mg: T —R 5 f:RxTxR — RES, WE SOA, t,x) = ol(|z|) 

对 于 zx 在 0 附近 , A E R 的 有 界 子 集 上 一 致 成 立 . 作者 已 经 证 明了 在 (5.3.1.9) 和 

(5.3.1.10) 线性 化 特征 值 处 从 平凡 解 分 歧 出 的 非 平 凡 解 (A, u) 的 无 界 连通 分 支 . 
新 近 , Luo [132] 考察 了 如 下 时 间 尺 度 二 阶 动力 学 方程 正解 的 存在 性 


u^^(t) + f(t,u"(t)) =0, t € [0,T]r, (5.3.1.11) 
u(0) = u(c?(T)) = 0. (5.3.1.12) 


作者 对 问题 (5.3.1.11) 和 (53.1.12) 给 出 了 正解 分 支 的 全 局 刻画 . 对 于 其 他 关于 
时 间 尺 度 半 正 问 题 的 全 局 结构 , 请 参见 [133]. 

我 们 应 该 指出 的 是 , 条 件 “(5.3.1.9)-(5.3.1.10) 与 (5.3.1.11)-(5.3.1.12) 中 的 非 
线性 项 是 非 负 ”在 获得 上 述 问 题 正解 集 的 全 局 结构 时 起 着 关键 的 作用 . 在 本 节 中 ， 
借助 于 [135, 136] 中 获得 的 两 个 抽象 定理 , 我 们 证 明了 半 正 边 值 问题 (5.3.1.1) 和 
(5.3.1.2) 正解 集 的 无 界 连 通 分 支 的 存在 性 . 

85.3.2 ”一 些 引 理 和 已 知 的 抽象 结果 


S P EX Banach 空间 已 中 的 正规 锥 , 0 为 瑟 中 的 零 元 , e € P8}, lle] € 1 
H Q = (x € Pix > jzlle}. 易 见 @ thet E rit. 
首先 , 我 们 考察 以 下 超 线性 算 子 方程 


r—AKFz, z€ P. 
其 中 入 > 0 为 一 参数 . > 
S(P) = {(, 2) € [0, +oo) x P| z Z 0, z = XAz), 
S(Q) = (Q, 2) € [0, +00) x Q| z Z 8, z = MAz}. 
我 们 使 用 的 第 一 个 抽象 定理 为: 


定理 5.3.2.1.([134]) 假设 以 下 条 件 满足 : 
(Ai) K : E — E 是 一 线性 全 连续 算 子 , K : P — Q; F: P — E BARE 
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续 算 子 ; 

(Ao) 存在 go € P fll oo > 0 (HAR Fx > —go, MF z € P, H gi =: Kgo < oe; 
(As) 34 go = 0 时 , 存在 一 线性 全 连续 算 子 B: P — P 使 得 Be > 0, EDIT 
z € Q, # Ar > Br; 


(A) lm IFO) = oo, HH D = (x € E| z > ||z|le/2); 


ZED, ||2\|00 lell 


(As) 4 go — 8 f, lim EFI = co; 


' zeD, |z|-o* zl 
则 
(a) 当 F 半 正 时 , S(P) 有 一 无 界 连通 分 支 0*, BF (0, +oo); 
(b) 4 F XER, S(Q) 有 一 无 界 连通 分 支 C*, HEE (0,0), HIF (0, oo). 
其 次 , 我 们 考察 以 下 次 线性 算 子 方程 
r=AKFr+eo, r€ P, 


其 中 入 > 0 为 一 参数 . 


4 


S(P) = {Q,2) € [0, +00) x P| z Z 0, z = AK Fr + eo}. 
我 们 采用 的 第 二 个 抽象 结果 为 以 下 定理 . 


定理 5.3.2.2([135]) 假设 以 下 条 件 满足 : 

(Bi) K : P — Q 为 一 线性 全 连续 算 子 , F: P — P 为 一 有 界 连续 算 子 ， 
eo € (— P); 

(Bo) FE e € P Filo, > 0 (HR eo + eí € Q H —eo < e1 < oe; 

(Bs) lim Fel = 0. 


B: 
zeQ, lzl-ee Mel 
则 以 下 结论 成 立 : 
() Heo = 0 B lm KEPI = eoo, 则 5(P) 有 一 无 界 连通 分 支 C B Ë 
(0,0), E. Prj,C* = [0,+00), 其 中 Prj\C 表示 C 在 入 轴 上 的 投影 ; 
(ii) # eo < 0, HEE m, Go > 0 使 得 当 x > Coe Hf, 上 KFz|| > no, 则 S(P) #— 
无 界 连通 分 支 C* 趋 于 (00,00), E. Prj,C* D [A*, +00), 其 中 入 为 一 正 数 . 


令 Banach 空间 E = Cla,o(b)|r RTZ ||u|| = 
te 
P c E, 如 下 


sup |u(t)|. # X.— 8E 
[a.c (b)]v 


P -(ue E|u-u(t) 20, t€ [a,o(b)]z). 


e BT - 


WW 已 为 五 中 的 正规 体 锥 . 进一步 , + 
Q = {u E€ P | u = u(t) > g(t)|ul, te [a, o(b)]r}, 
其 中 g(t) 的 定义 同 (2.4.10). 则 Q 也 是 E 中 的 一 个 锥 . 
85.3.3 WH (5.3.1.1) 与 (5.3.1.2) 的 超 线性 情形 
定理 5.3.3.1 令 
L = {(A,y)|A € [0, +00), y #8, y € P, y 是 (5.3.1.1) 和 (5.3.1.2) 的 解 } 


假设 以 下 条 件 满足 
(C1) FE th, to € (a, b]r 使 得 


在 [i toler 上 一 致 成 立 ; 
(C3) 4 M > 0 BF, 对 于 任 取 的 lt, tr C (a, blr, 


f(t. y) 


lu 22271 


y—0* q 


在 (ti, tole 上 一 致 成 立 ; 

(C3) 当 M = 0 时 , 存在 w(t) > 0 使 得 对 于 所 有 的 (t.u) € (a, blr x [0,+00), 有 
f(t,y) > w(t)y. 则 

(i) 4 M > 0 Hf, L 具有 无 界 连通 分 支 C* F (0, +00); 

(ii) 4 M = 0 Bf, L 具有 无 界 连通 分 支 0*, HAA (0,0), HF (0, +00). 


证 明 易 知 问题 (5.3.1.1) 和 (5.3.1.2) 等 价 于 以 下 不 动 点 方程 
u(t) = AKFu(t), t€ [a,o(b)]z, 
其 中 算 子 K : E — E 5 F : P — E = XW F: 


(Fu)(t) = f(t,u(t)), t e [a,c(b)|r, u € P, 


b 
(Ku)(t) =f G(t,s)u(s)Vs, t€la,c(b)y, ue E. 


4 glt) = M (对 于 所 有 的 te [a.c (b)|z) E 


= uf G(t,s)Vs, t€ [a,c(b)]z. 


H 9| 8E 5.3.2.2, 可 得 K : P — Q 为 线性 全 连续 算 子 . 进一步 , 据 文 [26] 中 的 引 
PB 3.1, 可 知 存在 co > 0 使 得 gı < cog(t). 由 (C3), 可 知 (As) 成 立 . 据 (C1), 对 
于 每 一 个 X > 0, 存在 Go > 0 使 得 对 于 任意 给 定 的 y > Go 和 te [t tzr, 有 


f(t,y) > Xy. 


令 G, = 2Col， ES 2007 . 因此 , 对 于 每 一 个 y € D, 满足 ||u|| 2 Gu 有 


y(t) > 59 Ibl > 5G quin ae = Go, 
且 对 于 所 有 的 te [hi tolr, 有 
f(t.u(t)) > Xu(t). 
H (5.3.3.1) 和 (5.3.3.2), 对 于 所 有 的 t € [a, o (b)]r, 可 得 
(KFy)(t ) = Í e sucus )) + M]Vs — g(t) 
> [a G(t, s)Lf(s,y(s)) + MIVs — lll 
>x [a G(t, s)y(s)Vs — lal 
> Lx [ G(t, s)9(s)Vsllull — lll 
故 对 于 ye D EWA llull > Gi, 可 得 
| Ful] > 5x f” Gt. s)o(s)Votil - ll 
对 于 所 有 的 te (ty, te] 均 成 立 . 因此 


JAF ull 、 III 
ly "a. V 
|l ^2 Ka, CON 


(5.3.3.1) 


(5.3.3.2) 
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注意 到 当 | || — oo 时 , 有 181 — 0, 进而 有 
m ME 
veD, Ilyl—o || 


这 意味 着 条 件 (44) 成 立 . 


推论 5.3.3.1 假设 定理 5.3.3.1 的 所 有 条 件 均 成 立 , 则 

(a) 34 M > 0 时 , 存在 入 > 0 使 得 对 于 所 有 的 0 < À < A*, (5.3.1.1), (5.3.1.2) 至 
少 有 一 个 正解 ; 

(b) 34 M =0 时 ,存在 入 > 0, 使 得 对 于 所 有 的 0 < À < A, (5.3.1.1), (5.3.1.2) 至 
少 有 两 个 正解 P 与 z), WE eL] < 1 < le], 4 À — OF Bf, # |e? |] 一 0， 


|x? || — oo. 

85.3.4 ” 边 值 问题 (5.3.1.1) 5 (5.3.1.2) 的 次 线性 情形 
首先 , 我 们 列 一 些 将 采用 的 条 件 . 

(D) lim £059 =0 在 (a,Wr 上 一 致 成立 


1 一 一 十 co 


(D2) 存在 由 ,tr C (a, blr 使 得 


lim 
4 一 一 0 十 y 


在 [t,to]r 上 一 致 成 立 ; 
(Ds) 存在 [ii tale C (abr SEX E 及 n 使 得 对 于 所 有 的 (ty) € [hi tele x 
[n, +00), 有 f(t,u) + M > €. 
定理 5.3.4.1 4 

L = {(A,y)|A € [0, +00), y Z 0, y € Q, y 是 (5.3.1.1) 和 (5.3.1.2) 的 解 }. 
假设 (Di) 满足 . 则 以 下 结论 成 立 
(i) # M = 0. R. (D>) RZ, W L 具有 一 无 界 连通 分 支 C", 其 发 自 (0.0) E. 
Prj,C* = [0, +00); 
(ii) # M > 0, H (Ds) 成 立 , W L 具有 一 无 界 连 通 分 支 C*, 其 趋 于 (00,00) A 
Prj4C* D [A*, +00), 其 中 入 是 一 正 数 . 
证 明 从 定理 5.3.3.1 的 证 明 可 知 (B1) 和 (B4) 成立. 由 Krein-Rutman 定理 [ 引 理 
1.3.4], 存在 v € PN(0) 和 he P*\{0} 使 得 

Kp-r(K), K*h=r(K)h. 
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Ape Q 且 对 于 所 有 的 t € E, h 可 表示 为 


车 M = 0, W eo = 0. H (D>), 对 于 任意 给 定 的 X > 0, 存在 5 > 0 使 得 对 于 
任意 的 0<y < 0, 78 
f(t,y) > Xy, te€[[tutolr. 


于 是 , 我 们 得 到 对 于 任意 的 yEQ@ 满 足 0< |lyl| < ó, 有 


T site fla, (es X J vv (s)Vs EL 


hy) [ «uos " NETT e(s)y(s)Vs 7 


既然 X 任意 给 定 , 则 当 eo = 0 时 , 有 


F(y)) 


lim MP). iac 
yeQ, vio — h(y) l 


因此 , 4 M = 0 时 , 定理 5.3.2.2 中 的 条 件 (i) 成 立 . i 
# M £0, $ m = | min. (DJ So = € Í OVE 对 于 任意 的 
y > nog(t), 我 们 有 
y(t) > mo ES g(t) =n, t€ [t to]. 


H (Ds), 对 于 任意 的 y > nog(t), f(t. y(t) + M > 对 所 有 的 t € [i dole 均 成 立 . 
故 对 于 任意 的 y > nog(t), A 


b 
h(F()) = f ely) + M]Vs 
> Í eGfG a + MIvs 
>£ Í (vs = bo 


KARA M = 0 BF, 定理 5.3.2.2 中 的 结论 (ii) 的 假设 成 立 . 


接 下 来 , 我 们 证 明定 理 5.3.2.2 中 的 (Bs) RE. 对 于 任意 给 定 的 > 0, 根据 
(Di), 存在 Xo > 0 使 得 对 于 任意 的 y > Xo, 有 


f(t.y) + M < ey, te (a,dr. (5.3.4.1) 


f(t,y). H (5.3.4.1), 对 于 所 有 的 te (a, blr 5j y € [0, +00), 


设 Xo = max 
te(a,b|r, y€[0, Xo] 
我 们 有 
f(t.y) + M < ey + Mo. 


于 是 , 对 于 任意 的 ye Q 满足 ||u|| > max{oo, X9) + 1, 有 


b 


^y) [ «was 
b : _ pb 
/ pliit] — ai (8) Va + Xp f p(s)Vs 
OO 
m f v(s)g(s)Vs 


p f ems : x, Í wavs 


ETT 上 e(s)g(s)Vs 


推论 5.3.4.1 假设 (Di) 满足 . 则 以 下 结论 成 立 

(i) # M = 0. H (D>) WE, 则 对 于 任意 的 A, 边 值 问 题 (5.3.1.1) 与 (5.3.1.2) 至 
少 有 一 个 正解 ; 

(ii) # M > 0, H (Ds) 满足 , 则 存在 X* > 0 使 得 对 于 任意 的 À > An 边 值 问题 
(5.3.1.1) 与 (5.3.1.2) 至 少 有 一 个 正解 . 
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第 六 章 ”时 间 尺 度 上 非 线 性 m- 点 边 值 问 题 的 正解 


§6.1 引言 


本 节选 自我 们 的 工作 [32]. 本 节 的 目的 是 考察 以 下 时 间 尺 度 上 m- 点 边 值 问 
题 正解 的 存在 性 与 相应 的 迭代 格式 


AV(t) + f(t,u(t)) = 0, t € [0,1]r, (6.1.1) 


Bu(0) — yu“ >> ayu(E;), m > 3. (6.1.2) 


近年 来 , 通过 应 用 不 动 点 定理 , 上 下 解 方法 与 临界 点 理论 , 许多 作者 已 研究 了 
时 间 尺 度 上 两 点 及 三 点 边 值 问题 , 参见 [136-144]. 然而 , 较 少 的 文献 涉及 到 时 间 
尺度 上 多 点 边 值 问题 的 计算 方法 . 我 们 乐意 提 及 一 些 结果 , 如 N. Aykut Hamel 与 
Fulya Yoruk [139], Sun 和 Li [140], 正 是 上 述 结果 激发 我 们 考察 边 值 问题 (6.1.1) 
与 (6.1.2). 

在 [139] 中 , N. Aykut Hamel 与 Fulya Yoruk 讨论 了 时 间 尺 度 上 动力 学 方程 
边 值 问题 (6.1.1) 5j (6.1.2). 借助 于 锥 上 的 不 动 点 定理 和 相应 线性 问题 的 Green 
函数 的 性 质 , 获得 了 边 值 问题 (6.1.1) 和 (6.1.2) 至 少 存在 两 个 及 三 个 正解 的 充分 
条 件 . 

在 [140] 中 , Sun 和 Li 考察 了 如 下 时 间 尺 度 上 动力 学 方程 正解 的 存在 性 : 


^V(t) +a(t)f(t,u(t)) = 0, t € (0,7), (6.1.3) 
Bu(0) — yu^(0) = 0, au(n) = u(T), (6.1.4) 


其 中 B,Y 2 0,8 十 7 > 0,n € (0,p(T)),0 < a < T/n. 分别 采用 一 不 动 点 定理 与 
Leggett-Williams 不 动 点 定理 , 作者 建立 了 (6.1.3) 5j (6.1.4) 的 单个 和 多 个 正解 
的 存在 性 定理 . 

我 们 也 乐意 提 及 姚 [145] 的 结果 . 在 [145] P, 姚 考察 了 以 下 非 线 性 二 阶 三 点 
边 值 问题 的 正解 存在 性 


ul (t) + f(t, u(t), (t) 20, 0€t«1, (6.1.5) 
u" (t) + f(t,u(t)) 20, 0<t<1, (6.1.6) 


z B3 4 


u(0)—0, ou(n) = u(1), (6.1.7) 


EP n 和 a 为 给 定 的 常数 , 满足 0 <n < 1, 0 < o < 1/n. 通过 改进 古典 单调 
迭代 技巧 Amann [34], 建立 了 (6.1.5)-(6.1.7) WW PEEK. 值得 注意 的 
是 迭代 格式 的 首 项 可 以 是 常 函数 或 简单 函数 .我 们 注意 到 Ma[146] 和 Sun [147, 
148] 已 应 用 相似 的 方法 到 p-laplacian 边 值 问题 中 T = R 的 情形 . 

本 节 中 , 我 们 研究 边 值 问题 (6.1.1) 与 (6.1.2) 的 正解 存在 性 和 和 迭代 收敛 性 . 通 
过 考察 非 线性 项 在 某 些 有 界 集 上 的 “高 度 ” 和 应 用 Banach 空间 上 的 单调 迭代 技 
I, 我 们 给 出 双 近 精确 解 的 迭代 格式 . 应 该 指出 的 是 , 非 线性 项 的 单调 性 条 件 在 获 
取 和 迭代 格式 的 过 程 中 起 着 关键 作用 . 在 本 质 上 , 我 们 将 上 下 解 方 法 与 范 数 型 的 锥 
拉 伸 和 压缩 不 动 点 定理 相 结 合 . 其 思想 来 源 于 姚 [145, 149, 

我 们 定义 从 [0, 1jr RE R 的 连续 函数 集合 为 C([0, 1]r, R). 4 C([0, 1]r, R) 
赋予 序 结构 z < y # alt) < y(t) 对 于 所 有 的 te [0, Ur RZ. w = mar [u(t)| 
为 通常 的 最 大 值 范 数 . 则 C([0, 12, IR) 为 Banach 空间 . 

贯穿 本 节 , 我 们 假设 以 下 条 件 满足 : 

(H) 8, y > 0, 0 < 8+* < 1, & € (0,p(1))r 对 于 i = ,2,---,m-2 满足 
benc ue X én-2 < p(L); 

(H3) PEGO 1) 满足 a; € (0, +00) XF i = 1,2,- m — 2 K d = (1 一 
m—2 m—2 


2,0 Qi&i) + 一 š, 0j) > 0 成 立 ; 


1 
(H3) f : [0， E x [0, +oo) — [0,+00) 连续 . 


86.2 ”预备 知识 和 一 些 引 理 


为 证 明 本 节 的 主要 结果 , 我 们 将 建立 一 些 引 理 . 这 些 引 理 基于 以 下 线性 边 值 
问题 


u^V(t) + h(t) 20, t € [0,1]r, (6.2.1) 
m-—2 
Bu(0) — yu^(0) = 0, u(1) = > oju(£), m > 3. (6.2.2) 


引 理 6.2.1 ([139]) d = 8(1— x aigi) + ^(1— T a) Z 0; 则 边 值 问题 
$21 i=l] 


—u^V(t) = 0, te [0,1]r, (6.2.3) 
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Gu(0) — yu2 (0) = 0, u(1) = 全 ajul), m 2 3, (6.2.4) 


的 Green 函数 由 下 式 给 出 


3 
= 


(8-3) |1—9.— Y: a& - 8|; 


1 


&. 
II 


ifO<sti<1, 058<h, xt; 


2 i-1 


(Bs + 3)1 — t) — E ay(& — Q(8s +7) + E a, (86, +7) (t- 8). 


j=1 


=i 


a. 


G(t,s) = 5 if & a StSG, Sram- l, &asss& 2xixr sSt; 


m—2 


(8t -- *)[(1 — s) — 35 aj(€ — 3)]; 
¿f été 2<r<m-—2, frr < 8 < &, r < š < m —2, t < s; 


(Bt + Y)(1 — s), 


FOSZ farsal, ta. 


此 处 , 为 方便 , 当 ma < m 时 , 记 5 hli) 


i=m 1 


引 理 6.2.2 ([139]) 假设 条 件 (Hı) — (H3) 满足 WI 
(i) G(t,s) 2 0 对 于 t,s € [0, 1] 成 立 ; 
(ii) 存在 Y € (0,1) 与 连续 函数 9 : [0,1]; — R^ 使 得 


G(t,s) <0(s), t,s € [0,1]r 


且 
G(t,s) > Wo(s) [&. 1] [0,1] 
其 中 
Ex 
0(s) = max nt wae 
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j=l 


v= ns es. +)(1 — ém_2), s a (1 — 6j); 


DET (BE + y) + DE (1 — 6) J: 
4 B = C([0, 1]r, R). 易 见 边 值 间 题 (6.1.1) 与 (6.1.2) A— u = u(t) 4A 
MM u 是 算 子 方程 
Tu(t y= frat G(t, s) f(s, u( 
的 不 动 点 . 定理 


K = {ue B: uef, PI, EL min u(t) > wlll) 


其 中 y 同 引 理 6.2.2 的 定义 . 借助 于 [139] 的 引 理 3.1, 我 们 可 得 T(K) c K 和 
T: K — K 全 连续 . 
86.3 (6.1.1)-(6.1.2) 的 一 个 正解 
为 方便 , 定义 


1 -1 =l 
= ES Í a(t, sv i B= E E s)Vs | 
t€ [0,1] 0 tE[0,1jT 


常数 A, B 易于 具体 计算 . 简便 起 见 , 可 用 A 代替 A, B' 代替 B, 其 中 


[fares] Bi = [e [av]. 


WAR 0< 4 «A «B « B. 


定理 6.3.1 i£ (Hi) — (Ha) 成 立 , 且 存 在 两 个 正 数 a,b 满足 b < a 使 得 

(Ci) max(f(t.a): t € [0,1Jr} € aA, min{f(t, Yb): t € [&, 15) > bB; 

(Co) 对 于 任意 的 te [0,1lr 与 0 和 wa 和 ua<a 有 f(b) < f(t,u2). 
则 边 值 问题 (6.1.1) 与 (6.1.2) 至 少 有 一 个 正解 u* 使 得 b < ||u*|| < a H lim Tn = 
u*, Bl] T"ü Æ [0,1 上 一 致 收敛 到 u*, 其 中 a(t) S a, t € [0.1]. 
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注 记 6.3.1 定理 0.3.1 中 的 迭代 格式 为 u = Tü, ung = Tua n = 1,2,::... É 
从 常 函数 G(t) = a, t € [0,1r 开始 迭代 . 


定理 6.3.1 的 证 明 定义 Klb,a] = (u € K: b<|lul| € a). Aue K[b.a], W 


max u(t) < a, min Mo 2 > Vllull 2 bv. 
t€ (0, 1)r te [£1 


由 假设 条 件 (C1) 与 (C2). 可 得 
f(t, u(t)) < f(t,a) < aA, t € |0,1]r; 


f(t u(t)) > f(t,bW) > bB, t€ [£1]. 


f enr s,u(s 


< aA max lag. s)Vs = a; 


tel[0,1]T 


进而 


[Tul = max 
tE[0,1 


Tul > max [ G(t, 5) f(s, u(s))V 


tiE[0,1]T 
1 
> bB max G(t, s)Vs = b. 
t€[0,1]-r & 
这 样 , THR Y T : K[b, a] — K[b, a]. 
^ ü(t) =a, t € [0.1], MW à € K[ba]. & u, = Ta, MJ u, € K[b.a). 定义 
Unyi = Tun, n = 1,2,---. EER T(K[b,a]) C K[b, a], RIJE un € T(K[b, al) C 
K [b, gh nz1,2,-*-. 注意 到 T 全 连续 , 可 知 [ne 有 一 收敛 子 列 {un hR H. 
存在 u* € K[b,a] 使 得 un, — u*. 
接 下 来 , 既然 ui € K[b, a), 我 们 有 


u(t) € |ui] < a = ü(t), t€ [0.1]. 


由 假设 (C2), 可 得 
u»(t) = Tut) 


= Less, (s, ui(s))Vs 
sf a G(t, s) f(s, ü(s))V 
= T'ü(t) = ut). 
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由 递 推 式 , 可 得 
un4i(t) < u (t), t € [0.1], n=1,2,--- 


因此 , Tù = un 一 > wu*. EH T 的 连续 性 , 与 Uny = Tun, RITA Tu* = u*. BE 
§® |lu*|| > b > 0 EL u* Æ EAKA, 可 推出 w* 是 边 值 问题 (6.1.1) 和 (6.1.2) 
的 正解 . 


推论 6.3.1 UE (H )-(Hs) 满足 , 上 且 以 下 条 件 成 立 
(Ci) Jim min f(t,l)/l> UB, im. max f(t,D/L« A 


(特别 地 ， pa m f(&0/L— +œ, lim max f(t,1)/l = 0); 


[一 十 co tel[0,1]r 
(C2) 对 于 任意 的 tc [0， 1)r, 和 Uy < uo, Ul, U2 € [0， 十 co)， ), 有 f(t, ui) < f(t, uo). 
则 边 值 问题 (6.1.1) 和 (6.1.2) 至 少 有 一 个 正解 u" € K, 且 存 在 一 个 正 数 a 使 得 
lim T”a = u*, 即 


lim sup |T"a—u*(t)| = 0. 
T— oo te[0,1]r 


定理 6.3.2 设 (H .)-(Hs) 成 立 , 且 以 下 条 件 满足 

(Di) 存在 a > 0 使 得 f(t,-) : [0,a] — (0, +00) 非 减 , 对 于 任意 的 te [0,1jr, E. 
max{f(t,a): t € [. 15) € aA; 

(D2) 对 于 任意 的 te [0, llr, A f (6,0) > 0. 

则 边 值 问题 (6.1.1) 和 (6.1.2) 至 少 有 一 个 正解 u* 使 得 0 < ||u*|| < a H lim T"0 = 
u*, BY T"0 在 [0,1r 上 一 致 收敛 到 u*. 进一步 , 若 存 在 0< w < 1 使 得 


|f (t, lo) — f(t,0)| < WA|l» 一 l|, te [0， l]r, 0 < hi, lə <a. 


Ju ||T"**0 — ut < Tol]. 


一 |l-w 
证 明 定义 K[0,a] = {ue K: Ju] < aj. 与 定理 6.3.1 的 证 明 相 似 , 我 们 可 知 
T: m a| — K[0,a]. & & = TO, J| à € K[0,a]. E X. G, (t) = Tà,, n= 
.. 重复 定理 6.3.1 的 相应 证 明 , 可 得 


tin+1(t) > Un(t), ic (0, 1Jr, n= 1. 2. Rose 


BEAR T 全 连续 , 我 们 得 到 存在 u* € K[0,a] 使 得 à, — u*. 应 用 了 的 连续 
FE, 及 tingi(t) = Tü,, 可 得 Tu* = u*. 注意 到 f(t,0) > 0, V t € [0,1]>, 这 意味 着 
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零 函数 不 是 问题 (6.1.1) 和 (6.1.2) 的 解 . 因此 , u* 是 问题 (6.1.1) 和 (6.1.2) 的 正 
fgt. 
接 下 来 , 既然 


|f (t, l2) = f(t h) < wA|lo = l|, ic [0, l]v. 0 < l, lə < a. 


EX uj, U2 € K 0, a] 与 uo(t) > u(t), te (0, 1]; JI] 


f G(t, s)(f (s, ua(8)) — f(s, u (8))]Vs 


|Tuz — Tuj| = max 
t€[0, 1]. 


1 

«X wA max G(t, s)|ue(s) — ux(s)|Vs 
tE[0,1jT 0 

< wAl|[us — ui || A! 


= olus — ul. 
这 样 , 我 们 推出 
[na — à] = [tines — Tü,|| <u" TO — ol] = «IITON, 
linkin — ii|] < (ott a7 +r) TO < —ITol. 


这 意味 着 
n-cln _ ,,* < w 
IT^ 0 - w'l < —IT0. 


86.4 n 个 正解 的 存在 性 
定理 6.4.1 设 (H,)-(H3) 成 立 ， 并 且 存 在 2n 个 正 数 CQ1 ° TM K ,bn 满足 


bi < ay < ba < as < +++ < b, < an 使 得 

(Ej) max{f(t,a;): t € [0,1r} € a;A, min(f(t, Vb) : t€ [&,1]r} 2 bB, i= 
19,55. mis 

(E2) 对 于 任意 的 te[0,1lr 及 0< ui € us < an, A f(t,ui) < f(t, u2). 

则 边 值 问 题 (6.1.1) 和 (6.1.2) BAA n 个 正解 uj, i = L2, n 使 得 bi < 
uz] € a; H lm I"ü, = ut, B 


lim sup |7"à;(t) — uf(t)| = 0, 


noo te[0,1]r 
其 中 ü;(t) = Ai, te (0, l]r. į = 1.2, eV. 
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推论 6.4.1 设 (Hi)-(H3) 5 (C1)-(Ch) 成 立 , 且 以 下 条 件 满足 
(E') 存在 2(n — 1) NEX ai < by < a» <- < bn-1 < asa < bn 使 得 


max{f(t,ai): tel[0,1r} < ajA, t=1,---,n-1, 
min{ f(t, Wb;) : tE [E;, lr) > b, i-2,--,n. 
则 边 值 问题 (6.1.1) 与 (6.1.2) BAA n 个 正解 ur, i = 1,2,---,n, 且 存 在 两 个 
正 数 bi, an 满足 bi < ai, an > b, 使 得 ]im Tü, = už, HP u(t) =a, t € 
[0,1], de 1,2, ,m 


86.5 “一些 例子 
例 6.5.1 令 了 = [0, 3] UG, 1). 考察 以 下 边 值 问题 ， 


AV (t) + f(t,u) =0, te [0,1]r, (6.5.1) 
u(0)=0, u(1) = Zu) + uG), (6.5.2) 


其 中 ftu) = pw + 1. 易于 验证 对 于 任意 的 te (0, 1r, A f(t,0) = 1 > 0. 
进一步 的 计算 告诉 我 们 


1 
2 2 


- fs [acsi fn -aee fisa = oas] } 


选取 a — 1, AM f(t,-): [0,1]: — [0, +00) 非 减 , 对 于 任意 的 te [0,1r. E. 


2 
让 
rR a ST o 


: 100 


4 üg(t) = 0. 对 于 n= 0,1,2,.…, RNA 


ün lt) --fe- B) c )+1) v+ f a- (Teils) +1) Vs 
-h L f (s - °) c + 1) Vs 
af (5 -s) c i 1) vs 


由 定理 6.3.2, 边 值 问题 (6.5.1) 与 (6.5.2) 至 少 有 一 个 正解 u* 使 得 0 < |lu*|| < 1 
R. TO — u*. 另 一 方面 , 对 于 任意 的 0< ui, uz < 1, 有 


|f (u) — f(u2)| = 109 ti — u2| 


u] — 587 .400|, _ 
< 109 | u2| = 165 ` 567 (U1 — Ua 
— 400 


= 567 A |ui = ugl. 


则 


($00 )n 567 / 400 
| T^**0 — w*|| < Say |T0|| = —- “ITO. 
1— 8 167 V 567 


迭代 格式 的 第 一 和 第 二 项 如 下 : 


-5 4142 tekn. 
接 下 来 , 我 们 计算 第 三 项 
对 于 te [0, 1], 


uz 175, 9950, 1*  ( 6720175 , 199 
u2) = 327 61803 2 V 70084602 ' 378 
M+ te [3,1]， 


l(t) = 


175 " 9950 "m 503t? 6720175 100097 
327! 61803 981 70084602 185409 


16.5.2 T = {0} U{1/3": ne No}. 考察 如 下 了 上 的 边 值 问题 
u^V 十 Vu(t) = € [0, 1]r, (6.5.3) 
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T 1 1.1 
A 一 一 一 = = J — LI * 
u^ (0) 0, lies su(s) + su(s). (6.5.4) 
直接 计算 可 得 
9 16° 8' 54 


选取 a = 100, b= ics. 易 见 非 线性 项 f 具有 以 下 性 质 ， 
a) f: [0, 1]r x [0,+eo) 一 [0, +00) 连续 ; 


(b) 对 于 任意 的 te (0, 1]; #0 € u € uo < 100, Æ f(t.ui) € f(t, u2); 
(c) max(f(t,100) : t € [0, 1]z) = V100 < aA’ = 100 x 3 


min(f(t, Yb): t € [&, 1) = / x = > OB’ = ad x 81 


SB) FEI 6.3.1, 边 值 问题 (6.5.3) 与 (6.5.4) id "2 a < 
lz < 100 R. lim Tü = u*, B. a(t) = 100, t € [0, 1]. 
A> uo(t) = 100, t € [0, 1r. HE n —0,1,2,---, RITE 


Un41 = [ at. uto) 
- [€ 99s e$ [0 -Vos 
Sr (5-3) vaas- f (5-3) Vun(s)Vs. 


9 


注 记 6.5.1 从 应 用 的 角度 , 在 寻求 解 存在 的 过 程 中 , 我 们 提供 了 一 种 可 计算 的 方 
ik. 另 一 方面 , 在 例 6.5.2 中 , 既然 f(0) = 0, 其 结论 无 法 由 定理 6.3.2 推出 , 因此 ， 
定理 6.3.1 和 定理 6.3.2 互 不 包含 . 
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SLE —3 y- USC RENHI 


87.1 引言 


本 节选 自我 们 的 工作 [151]. 

众所周知 , 四 算 子 是 一 类 重要 的 算 子 , 已 被 广泛 地 应 用 于 非 线性 微分 方程 及 
差分 方程 研究 中 [1-3, 12, 46, 47, 91, 152-157]). 在 [46] 42, M.A. Krasnoselskii 5| 
入 了 许多 关于 四 算 子 的 思想 和 结果 . ASME, 诸如 uo- MAF [91], FEE 
+. [34] 和 o- 四 算 子 [47]. 应 该 指出 的 是 Liang, Wang 与 Li [152] 证 明了 序 四 算 
FH a- MATRE uo MAF, 并 且 给 出 了 uo- MIAME — 271 AYE 
条 件 . 进一步 , Zhai, Yang 与 Guo [156] 考察 了 一 类 推广 型 的 a- MATRIKI 
+, 其 结果 改进 了 先前 结论 (DL [47] 中 的 推论 3.3). 

我 们 注意 到 李 和 梁 [57] 引入 了 y- 四 算 子 的 概念 , 提供 了 一 种 对 上 述 算 子 进行 
统一 处 理 的 方法 . 进而 , [153, 154] 推广 y- 凹 算 子 的 概念 到 o- [t (—v) 凸 算 子 上 . 
在 [157] 中 , 赵 减 弱 了 一 些 条 件 (如 连续 性 ) 且 加 强 了 一 些 结论 , 近年 来 , 许多 作者 
将 目光 集中 在 混合 单调 算 子 不 动 点 的 存在 唯一 性 [10, 11, 153-155, 158, 159, 163- 
168]. 在 [161] 中 , Bhaskar 和 Lakshmikantham 建立 了 半 序 度量 空间 中 混合 单调 
算 子 的 耦合 不 动 点 定理 , 且 用 其 讨论 了 一 类 周期 边 值 问题 的 存在 唯一 性 . 代替 使 
用 [161] 的 直接 证 明 , Drici, McRae 5 Devi [11] 借用 反射 (reflection) 算 子 的 概念 ， 
研究 了 混合 单调 算 子 不 动 点 , 通过 半 序 结构 加 强度 量 空间 的 性 质 而 减弱 对 压缩 假 
设 的 要 求 . Sintunavarat 与 Kumam [174] 推广 Bhaskar 和 Lakshmikantham [161] 
的 经 典 耦 合 不 动 点 定理 到 满足 一 非 计 算 型 条 件 映射 的 耦合 公共 不 动 点 定理 . 进 一 
步 , Harjani, López 及 Sadarangani [165] 通过 使 用 变化 距离 (altering distance) K 
数 , 改进 了 [11] 的 结果 . 在 [160] F, 作者 介绍 了 W- AAA (W-compatible) 映射 
的 概念 , 基于 这 一 概念 , WR f Ba F: X x X x X — X and g : X — X fl 
=F (tripled coincidence) 点 和 公共 三 不 动 点 , 此 处 (X, d) 是 锥 度量 空间 . 我 们 
应 该 指出 的 是 , 其 结果 不 依赖 于 锥 的 正规 性 . 

另 一 方面 , 带 有 四 同性 的 混合 单调 算 子 的 研究 也 受到 关注 [153-155, 163, 164, 
168, 171-173]. 在 [18] 中 , Zhang 和 Wang 修正 了 [171, 172] 的 方法 , 获得 了 混合 单 
调 算 子 正 不 动 点 的 存在 唯一 性 . 最 近 , 在 [170] F, Zhai 和 Zhang 讨论 了 一 类 推广 
型 的 混合 单调 算 子 的 不 动 点 定理 . 进而 , 考察 了 其 非 线 性 特征 值 问题 . 基于 上 述 抽 
象 结果 , 建立 了 非 线性 Neumann 边 值 问题 , 三 点 边 值 问题 与 Lane-Emden-Fowler 
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方程 的 椭圆 边 值 问题 的 正解 局 部 存在 唯一 性 . 

本 章 中 , 借助 于 v- MATRES, 建立 了 带 有 四 性 的 混合 单调 算 子 的 新 的 不 
动 点 定理 . 所 获得 的 抽象 结果 用 于 讨论 一 类 Hammerstein 型 积分 方程 , 给 出 了 其 
存在 唯一 解 的 新 的 充分 条 件 . 


87.2 ”预备 知识 
一 些 定义 与 记号 , 可 参看 [1-3, 163]. 


定义 7.2.1([57]) A: P, — P, 为 p- 四 算 子 , 是 指 存在 一 函数 e : (0,1] x P, 一 
(0, 1) 使 得 上 < y(t,z), t € (0,1) H. A 满足 以 下 条 件 : 


A(tz) > p(t,r)Az, O<t<1, z€ PF. 


定义 7.2.2([175, 176) $ D c E, A: D — E E—#£+-. WJ S 是 一 推广 型 的 凝 
聚 算 子 , 是 指 对 于 任意 的 S c D 5 a(S) Z 0, 蕴含 着 a(A(S)) < a(S). 


引 理 7.2.1([175, 176]) + S, T Æ E PWARTÆ. 则 
(i) a(S) = 0 当 且 仅 当 S 相对 紧 ; 

(ii) S C T MBB a(S) < a(T); 

(iii) a(S) = a(S); 

(iv) a(S UT) = max(o(S), a(T)); 

(v) a(coS) = a(S), 其 中 coS 表示 S 的 凸 核 . 


873 ”主要 结果 


定理 7.3.1 $ E Jg Banach 空间 , H P Jy E PREM. 4 uovo € E 满足 
uo € vo HA: [uo, vo] x P — P 为 混合 单调 算 子 . 对 于 固定 的 ve 已 Al(-,v): 
[uo, vo] — P Æ v- HAT. 假设 

(i) 存在 一 实 正 数 ro, 使 得 uo > rovo; 

(ii) wo 和 vo 满足 


uo < A(uo, vo), A(Vo, uo) < vo; 


(iii) 存在 一 元 素 wo € [uo, vo], 使 得 
p(t, x) > p(t, wo), V (t, x) € (0,1) x [uo, vo]. 
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且 
lim (s, wọ) >t, Vt € (0,1); 
s—t- 


(iv) 对 于 固定 的 veE [uo vo, AN > 0 使 得 
A(u,:) : P — P, A(u,ui) — A(u, v2) > -N (vı — v2), V v È vo, U1, vo € P. 
则 A 在 [uo, vo] 中 有 唯一 解 x*. 


证 明 我 们 将 证 明 分 为 以 下 三 步 ， 

第 一 步 ， 证 明 对 于 任意 给 定 的 u € [uo vo], A(u,-) 有 唯一 的 不 动 点 T(u) € 
[A(uo, vo), A(vo, uo)] 使 得 A(u, T(u)) = T(u). 我 们 的 证 明 同文 [18] 定理 2.1 中 的 
证 明 相 同 , 完整 起 见 , 我 们 列 出 其 证 明细 节 . 

对 于 固定 的 u € [uo vo]. 存在 N > 0 使 得 A(u,v) + Nu 关于 wv 递增. > 
A(u, v) + Nv 


B(u,v) = Wat I 


NW B(u,v) = v 等 价 于 Alu, v) = v. 
4 ro = A(uo, vo), Yo = A(vo. uo), 与 Zn+l = Blu, tn), Ynyı = Blu, Yn). 根 
JE uo < u € to, zo = A(uo, to) < vo, uo € Vo 及 yo = A(vo, uo) > uo, 我 们 有 


A(u, £o) > A(uo, vo) = zo, 


A(u, Yo) < A(vo, uo) = Yo; 


CRE reer 
u, £o) + NX _ Lo + NX 
ty = Bin, ta) Nel = Wei °° 
_ Bi _ Alu, yo) + Nyo — yo+ Nyo _ 
yı = B(u, yo) = N+1 = Ni = Vo; 
BP zo < z, < yi < yo. 由 递 推 关系 , 可 得 z, < Enyi S Ynti < ga. MA 
A(u, yn-1) + Ny, 1 — A(u, 941) — NEn-1 N 
< Yn — In = —- OOO < 
既然 P 是 正规 锥 , 由 递 推 关 系 可 得 
N n 
li = eall < € (Gq) lin - =l. (7.3.1) 


其 中 C 是 P 的 正规 常数 . 
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进而 (对 于 任意 的 自然 数 p) 


In+p 一 Tn < Un--p — Tn < Un — Ln; (7.3.2) 


N T 
lEngtp — fall < Cllyn — Tall < C? a Ilyo — zoll. (7.3.3) 


yu) 
这 意味 着 z, 是 一 Cauchy 列 . 注意 到 E 完备 , 可 知 v, 收敛 到 某 个 元 素 , 我 们 用 
T(u) 表示 . (7.3.1) 意味 着 yn 也 收敛 到 T(u). 由 


Ea < TUB) X (7.3.4) 


Tn41 = B(u, Ln) € Blu, T(u)) € Blu, yn) € yn: (7.3.5) 

使 用 P 的 正规 性 , 我 们 可 推出 Tn yn 也 收敛 到 B(u,T(u)). 因此 Blu, T(u)) = 
T (w). 

zr Blu, x) = z, 则 对 于 任意 的 正 整 数 n, 有 z, < z < yn, 两 端 取 极 限 ， 有 
z = T(u), Bl T(u) Æ A(u,-) Æ [A(uo, vo), A(vo, uo)] 中 的 唯一 不 动 点 . 

第 二 步 : 证 明 : T(u) RF u 递增 . 

车 u,u' € [uo, vo], u < w, WIA xo = z; = A(uo, vo) 如 第 一 步 的 定义 .既然 
B(u, v) 关于 两 个 变量 均 增 , 我 们 有 


z; = B(w, x) < B(w', 2$) = m. 
递 推 可 得 z, < z+. 取 极限 , 我 们 有 T(u) < T(w). 
第 三 步 ， 证 明 T() 在 [uo vo] 中 有 一 唯一 不 动 点 . 


令 undi = Tua), Unti = T(Un), A uo < ui, vi < vo. 则 由 第 二 步 的 结论 , 我 
们 得 到 Un < Un+1) Un+1 < Un, H Un < Un. 由 条 件 (i), 有 


RENE E T 
> A(rovo, T(uo)) 
> £(To, vo) A(vo, T'(uo)) 
> (To, vo) A(vo, T(vo)) 
= (To, toti, 


Bp 


ui > (To, vo)ti, 
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令 Tn = (ri Vaat)s n = 1,2. E 由 递 推 ， 可 知 
tn 之 7 N= 1,2,. ， 


易 见 序列 {ra} 递增 , H {rn} C (0.1]. r, — r(n — oo), J| r = 1. 否则 ,我 
(A 0 < r «1. 由 条 件 (ii), 可 得 


Ta = Y(Tn-1, Un—1) > (Tn; wo). (7.3.6) 
4 n — co, 有 
r> lim (s, wo) > r, 
$—T-— 
矛盾. SV r = 1. 
因此 , V n, p > 1, RNA 


0 < Un — Un S Un — Tnvn = (1 = Ta) Un < (1 = Tn Vo, 


0 < Un+p — Un S Un+p — Un S Un — Un, 


0 < Un — Un+p € Un — Untp S Un — Un. 
故 由 书 的 正规 性 , 易 见 v, —u, — O(n — oo), Wl {un}, {on} BIA Cauchy Fi). 因 
此 , 存在 u*, v*, 使 得 Uun — u*, v, — v'(n — oo) H u* = u*. W z* = u* = v*. 


接 下 来 , 我 们 证 明 T(z*) = z*. 易 见 
T(z*) > T(un) = Un — 2", 
MJ T(z*) > z*. 另 一 方面 , 我 们 有 
T(z*) < T(v.) = n+l — 2", 


这 样 , 我 们 可 得 T(x*) € z*. 因此 T(2*) = z*. 

唯一 性 的 证 明 同 第 一 步 . 最 后 , 从 第 一 步 可 得 z* 是 A 在 [uo vo] 中 的 不 动 点 ， 
使 得 T(x*)= z* H A(z*,z*) = z*. 

# TME AZT) = z. H£ —2 T (z) Æ AT, -) 的 唯一 不 动 点 , 则 T(z) = z. 
根据 T(.) 的 不 动 点 的 唯一 性 , PIE z = z". 这 完成 了 定理 7.3.1 的 证 明 . 


注 记 7.3.1 事实 上 , 由 [156] 的 定理 2.3 与 [172] 中 的 定理 1.1, 我 们 可 知 定理 7.3.1 
中 的 条 件 lim ¢(s, wo) > t 可 删 去 , 其 结论 仍 成 立 . 
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定理 7.3.2 令 E HX Banach 空间 , E. P E: E 中 的 一 个 锥 . S uo, vo € E WE 
ug € vo R. A : [uo, vo] x P — P 是 一 推广 型 的 凝聚 和 混合 单调 算 子 . 对 于 固定 
BJ o € P, A(-,v) : [wo,vo] — P 28 p- MAF. 设 定理 7.3.1 中 的 条 件 (i)-(iv) 成 
YZ. 则 A 在 [uo vo] 中 有 唯一 不 动 点 z". 


证 明令 5S = {z| n = 0,1,2,.…}. 我 们 证 明 S C cofzo, A([uo, vo] x S)}. 易 见 
ro € co(zo, A([uo, vo] x S)}. Æ x, € co(zo, A([uo, vo] x S)}(k > 0), 则 对 于 固定 
的 u € [uo, vo], 


A(u, Zp) + Nay  A(u, Tp) 1 


ie =e Wal C5 al! 


注意 到 A(u, rp), zk € co(zo, A([uo. vo] x S)}, 有 Le41 € cofzo, A([uo, vo] x S)). 
由 递 推 式 , 可 得 S C cofzo, A([uo, vo] x S)}. 借助 于 引 理 7.2.1, 可 得 


a(S) € a(co{xo, A([uo, vo] x S)}) = a(A([uo, vo] x S)) < a(S) 


矛盾 . 据 此 可 知 a(S) = 0. 由 引 理 7.2.1, RITA SÆ E PHRA. 这 意味 着 存在 
{zn} 的 一 个 子 列 {zw} 收敛 到 z". HRT E. 

接 下 来 , 我 们 证 明 {zn} 其 本 身 也 收敛 到 z*. 否则 , 存在 {zn} BTI {2n,} 
收敛 到 另 一 点 z, Z z*(z, € E). 因此 , 对 于 任意 给 定 的 (on, h # n 充分 大 , W 
Tni, < Ly; 令 7 — oo, 可 得 Tnio = d. 既然 Tni; 是 {£n} 中 的 任意 给 定 的 元 
R, 则 对 于 (m4) 中 的 任意 元 素 In, 我 们 有 tn, < Zr 令 n, — oo, # z* < ay. 
相似 地 , 我 们 可 证 明 z, < ort. 因此 , z, = z*. HS. 故 z, — crt. 以 同样 的 方法 ， 
我 们 可 知 存在 y* € E 使 得 y, — v. 

既然 0 < Un — In < (x )" (Yo — Zo), n = 1,2,3,***. 令 n — oo, 我 们 有 
y* = z*. 

接 下 来 , 我 们 证 明 z" 是 A 的 不 动 点 . 事实 上 , Am > 1, 对 于 任意 给 定 的 正 
整数 n, In < Tnm € Yn: 令 m — oo, 7 z, < z* < Yn. 因此 

A(u,z*) = A(u,z*)— A(u, x4 1) + A(u, Tn_1) 
> —N(z*— Eni) A(t zs 1) 


== — Nz* + Nan-1 + A(u, Tat) 


= —Nz* + (N + 1)z, — z*(n — oc). 
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另 一 方面 
A(u,z*) = A(u,z*)— A(u, yn-1) + A(u. yn-1) 
< —N(z* = Un—1) F A(u, Yn-1) 
= —Nz* + NYn-1 十 A(u, Yn=1) 
= —Nz* + (N + 1)y, — z*(n — oo). 
因此 , 对 于 固定 的 u € [uo, vo], A(u,z*) = z*. 剩余 的 证 明 同 定理 7.3.1. 
推论 7.3.1 ([18] 中 的 定理 2.1) > P Æ E PHE, HS A: P x P — PH 
混合 单调 算 子 . 设 
1. 对 于 固定 的 ve PA(:,v) : P — P BMW; 对 于 固定 的 ue P, 3N » 0 ff 
f$ A(u,-) : P — P, A(u, v) — Alu, v3) > -N (vı — v9), Y v1 > vo, U1, v2 € P. 
2.450>0,0<c<1 (81% 0 < A(o,0) < tH 
A(0, 0) > cA(v,0). 
则 4 在 [本 中 有 唯一 不 动 点 u*, B. A(06,v) € u* € A(v, 0). 
证 明令 
Un = A(Un-1, Un—1), Un = A(Un-1, Un—i)s n=1, 2, Ts 
ug — 0, vo = U, 易 证 
ug < A(vo, uo) € vo, A(uo, vo) > cA(vo, uo), 
uj > cU, u = A(uo, vo) < A(ui, v1), 
A(v1,u1) < Ui = A(vo, uo). 


接 下 来 , 让 我 们 证 明 : 对 于 固定 的 v € fu, vi], AC, v) : [u,v] — P A— p- m 
算 子 . 需 证 明 A(-,v) : [uo, vo] — P 是 一 y- MAT, 对 于 固定 的 ve [uo, o]. 
对 于 每 一 个 ve [uo, vol, t € (0,1), 我 们 看 到 


A(tu,v) = A(tu + (1 — t)0, v) 
> tA(u, v) + (1 — t)A(0, v) 
> tA(u,v) + (1 — t) A(0, uo) 
2 tA(u, v) + e(1 — t)A(vo, uo) 


2 tA(u, v) + c(1 — t)A(u, v). 
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取 y(t, r) =t+c(1—t), W v : (0,1] x [uo, vo] — (0, 1], e(t, x) > t, V t € (0,1), 
Jim pls, wo) = t + c(1— t) >t. 由 定理 7.3.1, 可 知 A Æ [u,v] 中 有 唯一 的 不 动 
mo". 

相似 地 , 若 P 为 一 体 锥 , 我 们 有 


推论 7.3.2 ([18] 中 定理 2.3) S 尸 为 五 中 的 正规 体 锥 , HS A: P? x 忆 — P? 
是 混合 单调 算 子 ; 假设 

1. 对 于 固定 的 ve P°, A(,v): P° — Pe 是 四 的 ; 对 于 固定 的 ve PPS, 3N>0 
使 得 A(u,-) : PP — P°, A(u, vi) — A(u, v2) 之 一 Ni 一 op) V vi > vo, vi, v9 € 
P^. 

2.3 uo € P°, vo € P? 使 得 wo < vo, uo < A(uo, vo), A(vo, uo) < vo. 

则 4 在 [uo, vo] 中 唯一 不 动 点 . 


证 明 易 见 存在 一 实数 ro > 0 使 得 uo > rovo. 既然 uo, vo € P^, 由 推论 7.3.1 可 
得 本 结论 . 


推论 7.3.3 ([18] 中 的 注 记 2.4) + P Æ E PHE, HS A: P° x P — P? 
为 混合 单调 算 子 ; 假设 

1. 对 于 固定 的 we P, A(,v) : P^ — Po is a- M; 对 于 固定 的 ue P, 3 N >0 使 
4% A(u,-) : P — P, A(u,ui) — A(u, v2) > -N (vı — v2), V v4 > vo, Vi, v2 € P. 
2. J uo € P°, vy € P? 使 得 ug < vo, uo < A(uo, vo), A(vo, uo) € vo. 


则 A 在 [uo, vo] 中 有 唯一 的 不 动 点 . 
EBA He y(t, x) = t^, Vte(0,1). 则 由 推论 7.3.2, 可 推出 本 结论 . 


推论 7.3.4 ([156] 中 的 定理 2.2 或 [169] 中 的 定理 2.1) 假设 算 子 4 满足 以 下 条 件 : 
(Hi) A: P, — P, Œ Ph ERIR; 
(Ho) 对 于 任意 的 z € Ph K te (0,1), 存在 a(t) € (0,1) 使 得 


A(tz) > 1° Az. 
WU A 在 P, 中 有 唯一 解 . 


证 明 # Alu, v) 5j v 无关, R olt, £) = 1, v t € (0,1). 易于 验证 定理 7.3.1 中 
的 条 件 (i), Gii) 成 立 . 由 [156] 中 的 引 理 2.1, BRAT 4 满足 条 件 (H) 5 (AD), 
我 们 能 知道 存在 uo，vo € P, 使 得 uo < uo, uo < Auo < Avo < vo. 则 定理 7.3.1 
中 的 条 件 Gi) 满足 . 得 证 . 
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推论 7.3.5 ([169] 中 的 定理 2.6) 假设 算 子 4 满足 以 下 条 件 : 
(H3) A: P, — P, 在 P, 上 递增 ; 
(H4) 

A(tz) > tet) Az, V z€ P, t € (0,1), 


其 中 a : (0,1) x P, — (0,1) 对 于 固定 的 te (0,1) HF z 递增 . 
(Hs) 存在 to € (0,1) 使 得 


toh < Ah < 


pe Ms 
B 
0 


证 明 由 推论 7.3.4, 我 们 仅 需 检验 定理 7.3.1 中 的 条 件 (ii). 据 [169] 中 定理 2.6 的 
证 明 过 程 , 选取 k € R RAE > ay. É uo = toh, vo = zh, < 


Un = usa, Un = Aton, n= Ja esse : 
RITE uo, vo € Ph, Uo < vo, 及 uo € Aug < Avo < to. 
进而 , 我 们 易 得 以 下 新 结果 . 


定理 7.3.3 £ P 为 实 Banach 空间 E 中 的 正规 锥 ,ee > 0 H uovo € P 满足 
uo < vo HL A: P xP 一 > PP 是 混合 单调 算 子 . 假设 

(i) 存在 一 实 正 数 ro 使 得 uo > rovo; 

(ii) uo < A(uo, vo), A(vo, uo) < to; 

(iii) 对 于 固定 的 v, A(,v) : P — P JE e- 四 的 , REIER n(t, z) RF x HR, 
是 关于 tt 左 连续 ; 

(iv) 对 于 固定 的 u€E P, IN > 0 使 得 


A(u,-) : P — P, A(u,ui) — A(u, v2) 2 —N(v4 — v2), V v4 È vo, vi,v € P. 
JI) A 在 [wo, vo] 上 有 唯一 不 动 点 p". 


推论 7.3.6 ([156] 中 的 定理 2.5) 假设 算 子 4 满足 以 下 条 件 : 
(He) A: P, — P, TE P, 上 递增 ; 


(Hz) 对 于 任意 的 x € P, 5 t € (0.1), FE n(t) € (0,1) 使 得 
A(tr) > t(1 + n(t)) Ax. 
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则 A 在 P, 中 唯一 不 动 点 . 
证 明 取 n(t,z) = n(t), 由 推论 7.3.4 和 定理 7.3.3 即 得 . 


874 应 用 
例 7.4.1 考察 以 下 非 线 性 积分 方程 
até) = (Az) = J raakaa kar oda. (7.4.1) 
RN 
结论 7.4.1 (Ri K : RN x RN — R! 3EfA AES, 满足 
= < no < 5. (7.4.2) 
RN 


则 方程 (7.4.1) 有 唯一 正解 z*(t) 满足 107? < z*(t) < 1. 
证 明 我 们 使 用 定理 7.3.3 来 证 明 结 论 7.41. 4 E = Cp(RN) 表示 在 RN 上 所 
AAR HEERKE, 定义 ||r|| = super e(t), W E 是 实 Bananch 空间 . + 
P = 0#(RN) 表示 Ca (RN) 的 所 有 非 负 函数 集 . MU P 是 的 一 正规 锥 . AMI 
程 (7.4.1) 可 改写 为 如 下 形式 x = A(z, z), 其 中 

A(x, y) = A(x) + A2(y), 


A(x) = E s)[r? (s) + x(s)]ds, 
RN 
A) = [ Kt. y i(s)ds 
RN 
接 下 来 , 让 我 们 证 明 算 子 4 满足 定理 7.3.3 的 所 有 条 件 . 事实 上 , W u = 10-2, wo = 
l. 易 见 A: P x P — P 混合 单调 显然 uo, vo € P, uo < vo 且 存 在 一 实数 
co > 0 使 得 Up > €oo. H (7.4.2), 可 知 


Aaa dde J Kt s)(10-! + 107? 4- 1)ds > 107? = us, 
RN 


A(vo, uo) = J we.) +1+ 10845 < 1 = w. 


RN 
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对 于 固定 的 y,V t € (0,1), 3 n = n(t,z) = GET > 0 使 得 
A(tz,y) > (1 + ñJtA(z,g), 


其 中 w(t, z) 关于 z 递减 , 且 关 于 t AER. 
对 于 固定 的 z, 3 N = Bo 使 得 


00 
A(z, vi) — A(x, v9) > n — v), Yv >v, v, V2 € [10 7, 1]. 


因此 , 借助 于 定理 7.3.3 可 得 推论 7.4.1. 


: 113. 


第 八 章 ”时间 尺度 上 非 局 部 问题 的 可 解 性 
88.1 ”时 间 尺 度 上 一 类 高 阶 三 点 边 值 问题 的 可 解 性 


88.1.1 引言 
本 节选 自我 们 的 工作 [177]. 考虑 如 下 时 间 尺 度 上 偶数 阶 三 点 边 值 问题 T: 


(yy = Fy"), telab cT —— | 
aiy” (n) + Bat (a) = y^" (a), vy (n) = y^" (o(b)), 


O<i<n-l, 
(8.1.1.1) 
与 
(—1)"y4""(t) = f(t,y*(t), tela,d c T, 
aiye” (n) + Bay ^" (a) = y^" (a), vi^" (n) = y^" (o (b), 
0ciczn-l, 
(8.1.1.2) 


n > 1, a < n < o(b), 我 们 假定 o(b) 右 笛 密 , 使 得 对 于 7 > 1, A o? (b) = 0(b), E. 
对 于 每 一 个 1 < i < n, 系数 on B; mi 满足 以 下 条 件 : 
o(b) — yin + (yi — 1)(a— Bi) , c (b) — a + B; 

(H) 0 «a, < Ww m, B, > 0, oes c sta 

近年 来 , 时 间 尺 度 上 高 阶 两 点 边 值 问题 正解 的 存在 性 受到 了 广泛 的 关注 , B 
W [178-182] 及 所 附 文献 . 另 一 方面 , 时 间 尺 度 上 高 阶 多 点 边 值 问题 (包括 三 阶 三 
点 边 值 问 题 与 偶数 阶 多 点 边 值 问题 ) 也 获得 了 深入 的 研究 [183-189], 三 阶 方程 出 
现 于 应 用 数学 和 物理 学 的 诸多 领域 之 中 , 例如 在 量子 流体 和 重力 驱动 流 的 研究 中 
会 用 到 此 类 方程 [183-186]. 

我 们 乐意 提 及 Anderson 和 Hoffacker [183], 韩 与 刘 [184] 以 及 Anderson 和 
Smyrlis [185] 的 工作 , 上 述 结果 激发 我 们 考察 边 值 问 题 (8.1.1.1) 与 (8.1.1.2). 在 
文献 [183] F, Anderson 和 Hoffacker 考察 了 如 下 时 间 尺 度 上 非 线 性 三 阶 三 点 边 
值 问题 的 解 的 存在 性 : 

| (pz^^) (t) + a(t) f(2(t)) = 0, t € [t tale, 
z(p(ti)) = 0 = zt (p(t1)), zA(o(təa)) = az^(t;). 
通过 计算 相应 的 格林 函数 , 他 们 运用 Guo-Krasnosel’skii 不 动 点 定理 获得 了 (8.1.1.3) 
至 少 具有 一 个 正解 的 存在 性 结果 . 进一步 , 他 们 考察 了 三 阶 多 点 特征 值 问 题 , 得 到 


(8.1.1.3) 
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了 具有 一 个 正解 的 存在 性 的 特征 值 区 间 ， 在 文献 [184] 中 , 韩 和 刘 研 究 了 以 下 时 
间 尺 度 上 带 p-Laplacian 算 子 的 三 阶 m- 点 特征 值 问题 : 


Do uA(t)) =0, te (0,7), 


N 


m— 


au(0) — Bu4(0)=0, u(T) = > aju(&), uA V (0) = 0, 


4= 


(8.1.1.4) 


= 


在 这 里 is p-Laplacian 算 子 , Bl 如 (s) = |s|P-2s, p > 1, À > 0 是 一 个 参数 ， 
0 « & € < Em < p(T). 他 们 获得 当 和 属于 某 一 区 间 时 , 边 值 问题 (8.1.1.4) 
非 平凡 解 存在 与 唯一 性 的 若干 充分 条 件 ， 他 们 的 方法 基于 Leray-Schauder 非 线 
性 抉择 . 我 们 注意 到 Anderson 和 Smyrlis [185] 应 用 相似 的 方法 来 研究 以 下 时 间 
尺度 上 三 阶 三 点 边 值 问题 : 


(8.1.1.5) 


他 们 也 获得 了 边 值 问题 (8.1.1.5) 具有 一 个 非 平 几 解 的 存在 性 的 充分 条 件 . 

我 们 也 乐意 提 及 Anderson 5 Avery [187], Anderson 与 Karaca [188] 及 
Yaslan [189] 的 工作 . 在 [187] 中 , Anderson 和 Avery 研究 了 如 下 偶数 阶 三 点 边 
值 问题 : 

re aie ARAFE), telad CT, 


" 8.1.1.6 
rA (a) = 0, AV (c) = prO (b), 0<i<n-1. S 


他 们 应 用 泛 函 型 的 锥 拉 伸 与 压缩 不 动 点 定理 , 讨论 了 (8.1.1.6) 至 少 存在 一 个 正解 
的 存在 性 定理 . 
在 [188] "F, Anderson 与 Karaca 考察 了 动力 学 三 点 边 值 问题 (8.1.1.2) 和 带 
有 相同 边 值 条 件 的 特征 值 问题 (—1)^y^^" (t) = Af (t y" (0), 其 中 入 是 一 正常 数 . 
作为 Schauder 不 动 点 定理 的 应 用 , 获得 了 非特 征 值 问 题 有 界 解 的 第 一 个 存在 性 
定理 . 其 次 , 单调 方法 用 于 (8.1.1.2). 再 次 , 通过 使 用 Krasnosel'skii 不 动 点 定理 ， 
他 们 建立 了 特征 值 问题 至 少 存在 一 个 正解 的 定理 . 最 后 , 借助 于 Avery-Henderson 
不 动 点 定理 , 作者 研究 了 (8.1.1.2) 至 少 存在 两 个 正解 
新 近 ，Yaslan [189] 研究 了 如 下 时 间 尺 度 上 非 线性 偶数 阶 三 点 边 值 问 题解 的 
存在 性 : 
fee ry" (0) = ftt (0) 
y^" (6) 20, ay elt) 


J ic (ti, ta] = T, 


) 十 y^ (o (£a) E oor (ta), (8.1.1.7) 
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0<i<n-1 其 中 a > 0 B 0 > 1 为 给 定 的 常数 ， 一 方面 ,作者 分 别 使 用 
Schauder 不 动 点 定理 和 Krasnosel’skii 不 动 点 定理 建立 了 (8.1.1.7) 至 少 有 一 个 
f (正解 ) 的 存在 性 定理 ， 另 一 方面 , 作者 采用 Avery-Henderson 不 动 点 定理 及 
Leggett-Williams 三 解 定 理 考察 了 (8.1.1.7) 多 重 正解 的 存在 性 . 

在 本 节 中 , 受 文 [190] 的 激发 , 首先 , 借助 于 一 由 Krasnoselskii 与 Zabreiko [91] 
获得 的 不 动 点 定理 , 建立 了 (8.1.1.1) 解 的 存在 性 定理 . 其 次 , 采用 Leray-Schauder 
非 线性 抉择 , 给 出 了 (8.1.1.2) 非 负 解 存 在 性 较 简 单 的 充分 性 条 件 ， 第 三 , 研究 了 
(8.1.1.2) 非 平凡 解 的 存在 性 , 其 方法 基于 Leray-Schauder 非 线性 抉择 . 特别 地 , 对 
于 非 线性 项 f, 我 们 不 需要 任何 单调 性 与 非 负 性 , 且 给 出 的 条 件 也 易于 验证 . 方法 
来 源 于 [136, 190, 191, 192]. 


§8.1.2 ”预备 知识 


为 了 陈述 和 证 明 我 们 的 主要 结果 , 需要 以 下 引 理 . 
引 理 8.1.2.1([188]) 对 于 1 < i <n, & Gi(t,s) 为 以 下 边 值 问 题 的 Green 函数 


| —y^'(t) 20, tela,b) CT, (8.1.2.1) 


aiy(n) + Biy^ (a) = yla), yiyln) = y(o(b)), 


4 d, = (yi — 1)(a — Bj) + (1 — aija (b) + nlai — wi). MIF 1 < í < n. 


Gi, (š, s), a < 8 < m, 
Git, s) = (8.1.2.2) 
Gi(t,s), n<s<b, 


其 中 
[v(t — n) + e(b) — tl(c(s) +i a), o(s) < t, 
Gi, (t, s) = 4 [yi(o(s) — n) + o(b) — a(s))(t + Bi — a) + aln — o(b))(t — o (s)), 
i b X 8; 
H 


[o(s)(1 — a) + ain + B; — ajlo (b) — t) + y(n — a + 8;) (t — o(s)), 
Gi,(t,s) = > a(s) < t, 


t — ai) + ain + Bj; — al(c(b) — o(s)), t< s. 
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引 理 8.1.2.2([188]) 设 (H) 满足 , 对 于 1 < i € n (8.1.2.2) 中 的 Green 函数 有 以 
下 性 质 : 
Gi(t,s) > 0, (t,s) € (a, o(b)) x (a,b). 
引 理 8.1.2.3([188]) 设 (H) 满足 则 对 于 1 < í < n. (8.1.2.2) 中 的 Green 函数 
Gi(t, s) 满足 以 下 性 质 
Gilt,s) < max {Gi(a, s), Gi(o(s), s), (n — a + B)(a (b) — o(s))}, 


t,s € [a,o(b)] x [a,b], 0 < yi € 1, 


G;(t,s) < max {G;(o(b),s),Gi(o(s),s)}, t,s € [a,o(b)] x [a,b], 
1<%< Cee. 
引 理 8.1.2.4([188]) 假设 条 件 (H) 满足 对 于 (8.1.2.2) 中 的 Gi, 取 Ha (6,5) := 
Gi(t,s), 对 于 2 < j < n, 且 递 推 地 定义 
o (b) 


H;(t,s) = H;_ (t,r)G;(r,s)Ar 


W H,(t,s) 为 齐 次 问题 
(—1)"y4"(t) 20, te [a,d] CT, 
aiy s” (n) + Bayt” (a) = y^" (a), WHOA (m) = y^" (a (b)), 
O<i<n-1 
的 Green 函数 . 
引 理 8.1.2.5([188]) 设 (H) 满足 . ZX K = TI Kj, WZI 8.1.2.4 中 的 Green 
函数 Halt, s) 满足 以 下 不 等 式 
0 < H,(t,s) € K\|Gn(-,s)|], (t5) € [a,o(b)] x [a, b] 


其 中 
o(b) 
ee Í IG;(-,s)|[As>0, 1<j<n. (8.1.2.3) 
引 理 8.1.2.6((91]) $ X 为 一 Banach 空间 , F: X — X 全 连续 . 若 存在 一 有 界 
线性 算 子 A: X — X 使 得 1 不 是 4 的 一 个 特征 值 , E. 
im EGO — AQUI _ 


lwll 一 ee llul 


0 
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MJ F fE X 中 有 一 不 动 点 . 


引 理 8.1.2.7([8]) 令 X 为 一 实 Banach 空间 , Q 是 X 中 的 一 有 界 开 子 集 , 0 < Q, 
H F: Q — X 为 一 全 连续 算 子 . 则 或 者 存在 ze ON, 和 > 1 使 得 F(z) = Av, 或 
者 存在 一 不 动 点 z* € Q. 

设 B 表示 Banach 空间 Cla, o(b)] 赋予 范 数 |ly|| = Supseta sey lu). 


88.1.3 ”存在 性 定理 
在 本 部 分 , 我 们 应 用 引 理 8.1.2.6 和 8.1.2.7 建立 (8.1.1.1) 与 (8.1.1.2) 解 的 若 
干 存在 性 定理 . 


定理 8.1.3.1 假设 条 件 (H) 满足 , f : R — RS, H limo £) =m. # 


n -1 
|m| < d = ll «| , 
j=] 


则 边 值 问题 (8.1.1.1) 有 一 个 解 y*, 且 当 f(0) Z 0 PF, A y* Z 0. 
WEB] 对 于 te [a, o (b)], 定义 积分 算 子 下 :了 BB — B 如 下 


a (b) 
Fy(t) = A, (t, s) f (y" (s)) As. 
易 见 边 值 问 题 (8.1.1.1) 的 解 等 价 于 算 子 F 的 不 动 点 . 由 [188] 中 定理 3.1 的 证 明 
"[Al F: B — B 全 连续 . 
为 了 应 用 引 理 8.1.2.6, 我 们 考虑 以 下 边 值 问题 : 


(-1)'y^" (t) = my"(t), t€ [a,b] CT, 
oi^" (n) + DA” (a) = y^" (a), ^i^" (m) = y^" (o(b)), 
O<i<n-l. 
(8.1.3.1) 
定义 积分 算 子 4:B — Br: 


a(b) 
Ay(t) =m f Hy(t,s)y?(s)As, 


此 时 t € [a,o(b)]， 则 易于 检验 A: B — B 为 全 连续 线性 算 子 , 且 边 值 问题 
(8.1.3.1) 的 解 等 价 于 算 子 4 的 不 动 点 . 
首先 , 我 们 断言 1 不 是 4 的 一 个 特征 值 . 
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FXE, # m = 0, 则 易 见 边 值 问题 (8.1.3.1) 没有 非 平凡 解 . 
E m Z 0 且 边 值 问 题 (8.1.3.1) 有 一 个 非 平凡 解 y, W llyl > 0, R. 


lull = HAy| 


o (b) 
= sup m An(t, s)y* (s)As 
t€[a.c(b)] 


a(b) 
= |m| sup f H(t, 8)y?(s)As 


t€[a,a (b)] 


a(b) 
< Im / KliG.-. s)" (s)]As 


< [mE K;)llvl 


< d- =llyll = lll 
ARG. 因此 , 1 不 是 4 的 一 个 特征 值 . 
接 下 来 , 我 们 证 明 
lim lE) — AMI = 0. 
lol 一 oo | 


事实 上 , 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 既然 lim LO) = m, 必 存在 一 数 Y, > 0 使 得 


S 


|f(s) — ms| < es], |s| > Ys. (8.1.3.2) 
4 
M = x |f (s)l. 


则 对 于 任意 给 定 的 ye B 5 |lyl] > Y (Y > 0), 我 们 分 以 下 两 种 情形 证 明 : 
情形 1. Y « Y. 在 此 之 下 , 选取 了 使 得 


M + |m|Y, "T 
— < 


则 当 s € [a,o(b) H |y" (s)) < Ys. 有 
IF (s) — my? (s)| < |f (u° (s))| + |ml||u°(s)| < M + |mlY, < eY < ellyll, 
结合 (8.1.3.2), 可 得 
|f(y°(s)) — my? (s)| < ellyll; llyll > Y; (8.1.3.3) 
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情形 2: Y > Y, 在 此 之 下 , 34 s € [a.c(b)], 由 (8.1.3.2), 我 们 看 到 
|f(y7(s)) — my?(s)| < ely” (s)| < ellyll. (8.1.3.4) 


BOA (8.1.3.3) 5j (8.1.3.3), 可 推出 : 对 于 任意 给 定 的 ye B 5 |lyl| > Y. A 


lf (y^ (s)) — my? (s)| < ellyll, Vs € [a, o (b)]. (8.1.3.5) 
从 (8.1.3.5) 可 知 
o (b) 
IF) — A()II Es H,(t,s)[f (y (s)) — my" (s)]As 
< sup d Hlt, s)|f(y"(s)) — my? (s)|As 
t€[a,c(b)] 
< ellyll- K) 
eae 
= zllyll- 
即 
FwoO-4ol_， 
ll 一 oo lvli 


因此 , 由 引 理 8.1.2.6, A F 有 一 不 动 点 内 € B. 换言之 , y* 是 边 值 问 题 (8.1.1.1) 
的 解 . 进一步 , 我 们 可 断言 当 /(0) Z 0 时 y* 是 非 平凡 的 , 事实 上 , 若 f(0) Z 0, WI 


(—1)"(0)4" = 0 f(0), 
Bp 0 不 是 边 值 问题 (8.1.1.1) 的 解 . 


推论 8.1.3.1 设 条 件 (H) WE, f : (0, +00) — [0, +00) 连续 是 lim 2 = 0. 
则 边 值 问题 (8.1.1.1) 有 一 非 负 解 . 


证 明令 
f(—s), s< DO, 

则 f* : R 一 [0, +00) 连续 , HA lim £ = 0 可知 
lim Ju 


5 一 十 Oo S 
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考虑 以 下 边 值 问题 : 
(-U"y^"(t = f'(y* (D), t€ lab] c T, | 
Gi (n) + HA (a) = y^" (a), iy” (m) = y^" (o (b)), (8.1.3.6) 
O<i<n-1. 
根据 定理 8.1.3.1 可 得 , 边 值 问题 (8.1.3.6) 有 一 个 解 y*, 即 
(ry "= FY"), te fa. c T, | | 
oi41(y*)^" (n) + Bia (y*)^" (a) = (y) (a), vea ()^" (0) = (u*)2” (o (0), 


O<i<n-1. 
(8.1.3.7) 


既然 H,(t,s) 和 f* 均 非 负 , 我 们 可 知 在 [a, o (b)] E. y* > 0. 因此 , 由 f* 的 定义 ， 
可 得 
(—1)"(y*)*" (t) = f((y*)'(t),  t € [a,b] c T. (8.1.3.8) 


从 (8.1.3.7) 5j (8.1.3.8) 的 边 值 条 件 可 知 y* 是 边 值 问题 (8.1.1.1) 的 非 负 解 . 
注 记 8.1.3.1 在 推论 8.1.3.1 H, 我 们 仅 需 lim 4? = 0. 
定理 8.1.3.2 假设 条 件 (H) WE, 

f :[a,o(b)] x [0, --oc) — [0, +00) 连续 

对 于 (t, u) € [a,o(b)] x (0, +00), A f(t,u) > 0, 


(8.1.3.9) 


在 [a, c(b)] x [0, +00) 上 ,有 f(t,u) € e(t)g(u), HF 


g > 0 Æ [0, +00) 上 连续 非 减 , 进而 Z : [a, o(b)] — (0,00) 连续 , H. 
" (8.1.3.10) 
c (b 


3r» 0E > alli) Í e()KIIG.G As, (8.1.3.11) 
其 中 天 5 GC. s) 分 别 由 引 理 8.1.2.5 与 引 理 8.1.2.1 给 出 . 则 边 值 问题 (8.1.1.2) 
有 一 非 负 解 vi 满足 wl < r. 
证 明 我 们 考虑 以 下 边 值 问 题 
(—1)"y4""(t) = AFE E), telae) C T, | | 
ai (n) + Bii ^" (a) = y^" (à), Wry (q) = y^" (o(0)), — (8.1.3.12) 


O<i<n-1. 
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JrR 0 < À < 1, H 


I f(t,u), u> 0, 
f'(tu) = 
f(t,0), % < 0， 


A y 为 (8.1.3.12) 的 任 一 解 . 则 对 于 te la, o (b)], 有 
o (b) 
jii fl H(t, 8) f*(8, y%(s))As. 


注意 到 y(t) > 0 对 于 t € [a,o(b)] RZ. 根据 定理 8.1.3.2 中 的 条 件 (8.1.3.10), 可 
知 对 于 t € fa, o(b)] 
o (b) 
y(t) < Hnlt, s)e(s)g(|u" (s)]) As 


a 


a(b) 
< a(\lyll) / p(s)K||Gal-,s)||As. 


* c(b) 
PESO f p(8)K||Ga(, 8)]|As, (8.1.3.13) 
结合 定理 8.1.3.2 中 的 条 件 (8.1.3.11), 有 |lyl| Z r. 
^ N:B — B 如 下 定义 


o(b) 
Ny(t) = Hlt, s)f* (s, y" (s)) As. 


BI N : B — B 全 连续 . 
4 
U={ue B: jul <r}. 


BEAR llull Æ r, y = 和 Ny 的 每 一 个 解 y c OU 满足 0 < 入 < 1 不 会 发 生 . 5| 
理 8.1.2.7 确保 N ÆU 中 有 一 不 动 点 y 换言之 , 边 值 问题 (8.1.1.2) 有 一 个 解 
y € B 满足 vil| < r. 


定理 8.1.3.3 假设 条 件 (A) WE. We f(t,0) £0, t € [a.o(b)], f : [a.c (b)] x R — 
T 连续 , 且 存 在 非 负 可 积 函 数 k, h 使 得 


ftw] < k(t)|u| +A), (t,y) € la,o(b)] x R, 


a(b) 
x [ Il, C. s)lk(s)As < 1. 
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则 边 值 问题 (8.1.1.2) 至 少 有 一 个 平凡 解 y* € B. 
证 明令 
A= xf Gn C-. s) ll^ (S) As, 


c (b) 
p= x f Ga(-, s)||k(s)As 


由 假设 B < 1, 既然 f(t,0) # 0, 存在 [m,n] C [a, o (b)] 使 得 ax |f(t,0)| > 0. 


另 一 方面 , 从 条 件 h(t) > |f(t,0)|, t € [a, o (b)], 我们 可 知 A > 0. 
4 d= A(1— B), Qa = (y EB: |ly|] < d}. 对 于 te [a,0(b)], BET E X 
如 下 


a(b) 


Ty(t) = Hn (t, 8) f(s, y" (s))As. 


a 


由 定理 8.1.3.1 和 定理 8.1.3.2, 可 知 了 :也 — B 全 连续 , 且 边 值 问题 (8.1.1.2) 至 
少 有 一 个 非 平凡 解 y* E B 当 上 且 仅 当 w* ÆT EB 中 的 不 动 点 . 
假定 ye Nua, A> 1 使 得 7Ty = Ay, JI 


Ad =Allyl| = Tyl = sup [T'w(t)| 
t€ [a.c (b)] 


c (b) 
— sup H, (t, s)f (s. y" (3))As 
t€[a,c (b)] 


siia IGal s)IIIF(s,97(s)) As 
a(b) 
< x | IG, sl [E G) |" (s)| + h(s)]As 
= xf” neha llGs C. s)||h(s)As 
< B|[y|| + A = Bd + A. 


因此 
(A\—1)d <A—(1- Bd= A— À= 0, 


这 与 入 1 矛盾 , 根据 引 理 8.1.2.7, T 有 一 不 动 点 y* € Qu. 注意 到 f(t,0) 关 0 
故 边 值 问题 (8.1.1.2) 至 少 有 一 个 非 平凡 解 y* € B. 
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推论 8.1.3.3 假定 条 件 (H) 满足 . 设 f(t.0) #0, t € [a,o(b)], f : [a,o(b)] x R — 
R 连续 , 且 存 在 非 负 可 积 函 数 k, h 使 得 


Ift y)| < k(t)lyl + h(t), (ty) € [a,o(0)] x R, 


=1 


U < e= n a , t€ [a,o(b)]. 
2 
则 边 值 问题 (8.1.1.2) 至 少 有 一 个 非 平凡 解 y* € B. 
证 明 此 种 情形 下 , 我 们 有 
x | ” les(Calk(s)As < Ke li T [Gal s)lAs 
=K [ma] f "legaj 


由 定理 8.1.3.2 即 得 . 


推论 8.1.3.4 假定 条 件 (H) 满足 . W f(t,0) £0, t € [a,0(b)], f : [a,o(b)] x R — 
R 连续 , 且 存 在 非 负 可 积 函 数 ,hh 使 得 


Ift y)| € k(t)u| + h(t), (t.u) € [a.o(b)] x R, 
一 1 

“|< Bs - 

则 边 值 问题 (8.1.1.2) 至 少 有 一 个 非 平 凡 解 y* € B. 

证 明 + 


|l| +00 een a(b 


n =i 
II — lim max 
jal | 一 co te[a,c (b)) 


则 , 存在 c > 0 使 得 


fD < [no -d M|. (t,t) € [a,o(b)] x R\ (—c e). (8.1.3.13) 


M = max{f(t,1)|(t,1) € [a,o(b)] x [—c, c]. (8.1.3.14) 
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H (8.1.3.13) 和 (8.1.3.14) 可 得 


f(t,0)| < (fs) d +M, (t,l) € [a,c(b)] x R. 


根据 推论 8.1.3.3, 可 推出 推论 8.1.3.4 成 立 . 
§8.1.4 ”两 个 例子 
例 8.1.4.1 £ T = R[0, 1) U{1, 2, 3, 4, 5) Ul6, 7], 考虑 以 下 边 值 问题 


Lei t € [0,5] cT, (8.1.4.1) 
3y(2) + 2y4(0) = (0), iy(3) = y(o(5)), 
其 中 f(y) = oy +. 易于 检验 
3 c(b 3n-(m-1(a-8) Ü 6—:3+(š —1)(0— 2) 29 
ü Du 7 7 Sog 7 8d a 
_2 l on oftari 5-147 _ 
ñ = s > 0, D< = q ree EIE 


因此 , 条 件 (H) 满足 . 通过 直接 计算 , 有 


| Gu(ts, O<s<2 
Gi(t, s) = 
Gi, (t, s) 2<s<5 
其 中 
[g(t — 3) + o(5) - t(c(s) +š), ols) <t, 
Gult) = 28 BEG) - 2) + 6— o(s)](t +2) + 82 — 6)(t — (9). 
t<s 
[o(s)(1— §) + 8 x § + $I(6 —t) + &($ + P(t — o(s)), 
Gi, (t, s) ka ols) < t, 


[(1—3)-2x2-2](6—o(s) t<s. 
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从 [188] 中 引 理 2.5 的 证 明 可 知 
IG s)| = max (G, (0, s), G, (o (8), 3, (n a-- AX a(t) — e(s))) 
= Gi(o(s), 3), 
WF v= € (0,1] 5a = š € (0,1), RITA 


2 
3} 1 2 2 
Ki -&[ T nw 
i 3\ 3 2 2 
45 ma Bare ll " 
+ ; ge 3) +3x3+3 Je s)ds 


+> [(s+1)(1- 3) - 2 x 2 2] [6 — (s 4- 1)] 


— 89902 
17739 ° 
故我 们 可 得 
f(y) _ et} ur _ 17737 xe. 17739 

Eos ee "wh ^-^ ug 
由 定理 8.1.3.1, 易 得 边 值 问题 (8.1.4.1) 有 一 个 正解 y*. 
eas 令 oe dU di c No} {oF UD, 3, a = $, ñ= š, b= 
š, a= i, Bi = g? ag = 市 Bo z y = 3, Vo = 2, 则 条 件 (H ) 满足 . 引 理 


dm dre ced s) 为 


Gi, (t, s), «sci 
其 中 
3 4 3 Ï 8 3 
7) 3€-5)*1-8l2s*g—mh 38 <t, 
Gi, (t, s) : i f re š 
ids- + 1-1] E+- $) «10-06-39. tss 
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引 理 8.1.2.1 中 的 Green 函数 G> (t, s) 为 


其 中 
G, (k) 54 | [2(¢-4)+1-t[$s+5-8], 3s <t, 
21 . S — 
ge(t-2)4+2.442-2)0-84+2(4-242) G89) 
54 
Go, (t s) d 28€ t, 


既然 se Ë — eer = [$ 18), 由 [188] 中 引 理 2.5 


的 证 明 过 程 可 得 G1(, s)| = Gi(o(3), 5). 因此 , 我 们 有 K. = 38. 
取 f(t,y) ^ t|y| siny + ? — 2sint, k(t) = t, h(t) =t + 2sint. 则 易 证 


f(t,y) € k(t)|y| -- h(t), (t.u) € [a.o(b)] x R. 


53—J B. B sc Ë i-es = [8, 28), 由 [188] 中 引 


1 — oo 


理 2.5 的 证 明 过 程 可 得 ||G>(:,s)|| = Go(1, s). 故 


a(b) 6-11-16-47 
f IG: C. (8) As = 555-57 
这 样 , 有 
2-1 ot) 
K [ Ga(-,s)||k(s)As = (IZL K;) J IGo(-,8)||k(s)As 
= iy SAGAT <1 


因此 , 根据 定理 8.1.3.3, 边 值 问 题 (8.1.1.2) 至 少 有 一 非 平凡 解 y*. 
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88.2 ”一 类 时 间 尺 度 上 偶数 阶 边 值 问题 的 解 与 正解 的 存在 性 


88.2.1 引言 


本 节 内 容 选 自我 们 最 近 的 工作 [193]. 考虑 如 下 时 间 尺 度 T 上 偶数 阶 三 点 
值 问题 : 


(-1)"y^" (t) = f(t.u(o (t))), teltts}CT, — (8.2.1.1) 
y" (6) = 0, ay^" (olta) + 8^" (olts)) = v^" (h), 


uu (8.2.1.2) 
p) 0, ay” (o(ts)) + y^^" (o(ts)) = y^^ (ta), 
XFT 0 <i <n-1 My, 其 中 > 0 且 6 > 1 为 给 定 的 常数 ; f : [ti,o(ts)] x 
[0, +œ) 一 > [0, +00) 连续 ,ao(t3) APA HIE of (t3) = olta) MFI > 1 
Z; 入 > 0 为 常数 , a : [t1,0(ts)] 一 > [0, +200) ESE, 在 [to,o(t3)] 上 不 恒 为 零 , H 
g : [0, 十 00) 一 = [0, +00) 连续 . 
在 [186] 中 , Hu 考虑 了 以 下 时 间 尺 度 上 奇异 三 阶 三 点 边 值 问题: 


Ë (u4(t))¥ + w(t) f(t, u(t)) = 0, te [a,b], 
u(p(a)) — BuA(p(a)) = au(n), yu(n) = u(b), uAA(o(a)) = 


KB n € (a,b), B > 0, 1 < + < So 0 € o < Sb eA) 函数 
w(t) : (a,b) — [0, +oo) 5 f : [a,b] x (0, +oo) — [0, +oo) 连续 . 非 线性 项 w 在 
点 t= 二 a 与 +=b 处 可 以 奇异 , f EA u= 0 处 可 以 奇异 . 通过 使 用 锥 拉 伸 与 压缩 
不 动 点 定理 , 获得 了 (8.2.1.3) 存在 正解 的 充分 条 件 . 


最 近 , Yaslan[194] 讨论 了 以 下 时 间 斥 度 上 偶数 阶 m 点 边 值 问题 


(-i)'y^" (t) = f(t.y(o(t)). telti,tm] C T, 
y^"" (tm) 20, ay^"(e(t)) — By" (e(h)) = P» y (e), 


ud (—1y'y^^ (t) = Aa(t)g(u(o(t)), t€ [tits] C T. 


(8.2.1.3) 


(8.2.1.4) 


其 中 a > 0 B. 8202 gm th < te <- < tma < ta, m > 3, 
0<i<n-1. 作者 建立 问题 (8.2.1.4) 一 个 , 两 个 与 三 个 正解 的 存在 性 定理 . 其 
中 一 个 正解 的 建立 依赖 于 四 泛 函 不 动 点 定理 [195]. 有 关 时 间 尺 度 上 高 阶 非 局 部 
问题 的 研究 , 还 可 参见 文 [196, 197]. 
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我 们 注意 到 Yaslan [189] 构造 了 边 值 问题 (8.2.1.1) 的 Green 函数 , 且 获 得 了 
以 下 定理 : 


定理 8.2.1.1 ([189) 假设 a > 0, 8 > 1. 此 外 , 存在 实数 0 < r < R < co 使 得 


f(t,y) < F, O<y<r (8.2.1.5) 
H. 
Leo! 
f(t y) > pat R < < œ (8.2.1.6) 


对 于 t€ [ti,o(t3)] 成 立 , 其 中 k, L, M 分 别 由 (8.2.2.2)-(8.2.2.4) 确定 . 则 边 值 问 
题 (8.2.1.1) 至 少 有 一 个 正解 . 

证 明 积 分 方程 正解 存在 性 的 常用 工具 之 一 为 基于 郭 [2, 12] 的 锥 拉 伸 与 锥 压 
缩 Krasnosel'skii's 不 动 点 定理 与 其 范 数 形式 ， 这 一 定理 已 被 成 功 地 应 用 于 各 种 
问题 , 诸如 常 微分 方程 , 差分 方程 与 时 间 尺 度 上 动力 学 方程 . 为 便于 应 用 , 众多 学 
者 致力 于 改进 这 一 定理 .在 [198] F, 作者 讨论 了 泛 函 型 的 锥 拉 伸 和 锥 压缩 不 动 
点 定理 . 对 于 进一步 的 抽象 结果 , 可 参见 [199]. 

在 [200] 中 , Zima 证 明了 如 下 Leggett-Williams 型 的 不 动 点 定理 . 


定理 8.2.1.2 ([200]) $ E 为 一 实 Banach 空间 , P 为 E 中 的 一 正规 锥 , H » 
为 已 的 正规 常数 ， 对 于 uo < P\{O}, & Plu) = (z € P : 对 于 某 个 和 > 
0, 有 Muo < z). 假定 Q, 与 Q, 为 E 中 的 有 界 开 集 , 使 得 0s Q, B Q, CM. > 
F: Pn (QAQ, 一 > P 全 连续 , uo € PUOL 若 以 下 条 件 之 一 满足 ， 


(Ci) yell € ||Fz|| z € P(ug) OQ H || Fz|| < |lz|| x € P n 60, 
(Co) ||Fz|| < |zll z€ PNOQ, H.+lz| € |Fz| x € P(uo) n 00» 
WW F # PAQA) 中 至 少 有 不 动 点 . 

我 们 也 乐意 提 及 张 和 孙 [201, 202] 的 结果 , 在 [201, 202] 中 , 张 和 孙 通过 用 锥 
P 上 的 某 些 凸 泛 函 代替 泛 函 继续 推广 这 一 定理 (S E WE Banach 空间 , Pg E 
中 的 锥 ). p: P — RPA P EA iz PR. A p(te+(1—-t)y) € to(z)-(1—t)p(y) 
对 于 所 有 的 z. € P Rte [0,1] RE. 他 们 获得 了 以 下 主要 结果 : 


定理 8.1.1.3 ([202]) 令 Q 和 Q, 为 已 中 的 两 个 有 界 开 集 , 使 得 9 E Q, FO, C Qs. 
假定 A: PAMA) — P 全 连续 , H p: P — [0,+00) 是 一 个 一 致 连续 凸 泛 
K, 满足 p(9) = 0, F z Z 0, F p(x) > 0. 若 以 下 条 件 之 一 满足 : 


(Di) p(Az) < p(x), Vr € PN OQ), H.infzepnao, p(x) > 0，p(4z) > p(x), Vz € 
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P n ó. 
(D2) infzepnao, p(z) > 0, p(Az) > p(x), Vz € PNON, H. p(Az) < p(x), Vz € 
P n 00s. 


WW A # PNM) 中 至 少 有 一 个 不 动 点 . 


注 记 8.2.1.1 ([202]) 显然 , p(x) = ||z|| 是 一 个 一 致 连续 凸 泛 函 , 满足 p(0)-— 0 H. 
p(z) > 0 XP x AO 成 立 . 进而 既然 6e Q, 5; Q1 C Q>, 我们 有 infyepneo lell > 
0 5 inf,epoəo, ||z|| > 0. 

fr. Cid, Franco 与 Minhós KAERA 5; EEA Guo-Krasnosel’skii 
不 动 点 定理 相 结合 , 获得 了 以 下 结果 . 


定理 8.2.1.4 ([203]) E HX Banach 空间 , K 为 正规 常数 y > 1 的 正规 锥 , 其 
内 点 非 空 , H 4 : K — K 全 连续 . 定义 S = (z € K : Az < z), 假定 
(i) 存在 zo € S 5 R > 04848 Biro, R] = {x € E : || — zo| < R) c K, BH 
ro € SNint(K), 且 以 下 条 件 之 一 满足 : 
(ii) S 有 界 ; 
(iii) 存在 7 > 0 使 得 SNn B[0, r] = 0. 
进一步 , 4 A 在 _ 
Ki = (z e K: Š < Jell < aloo} 

上 非 减 , 其 中 7 > 1 为 锥 的 正规 常数 . 则 存在 ze K, z Z 0 使 得 7 = Az. 

在 本 节 中 ,我们 将 从 两 方面 改进 和 推广 定理 8.2.1.1， 一 方面 , 借助 于 定理 
8.2.1.1 减弱 在 (8.2.1.6) 中 对 f 的 限制 ( 见 定理 8.2.3.1). 另 一 方面 , 通过 构造 在 文 
[201, 202] 中 出 现 的 适当 的 凸 证 函 , 将 考虑 f 在 有 界 集 上 的 性 质 . 进一步 , 借助 于 
定理 8.2.1.3, 将 建立 新 的 存在 性 定理 ( 见 定理 8.2.3.2). 
§8.2.2 ”预备 知识 

& G(t, s) 为 以 下 边 值 问题 的 Green 函数 

| —y^'(t) 20, te [tt] C T, 
y^(t) = 0, ay(o(ts)) 十 ByA(c(b)) = y^ (to). 

通过 直接 的 计算 , 有 


H (1, 8), ti < S < to, 
G(t, s) = 8.2.2.1 
( ) K(t, 8), to < 8 « t3, ( ) 
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其 中 


atts) - E, o(s) < t, 
H(t,s)- B-—1 
o(ts) — a(s) + ——; t < g, 
且 
B 
o(t3) -t+—, o(s) €t, 
K(t,s) = š 8 


9 (t3) — o (s) + 2 t <s. 


为 了 陈述 和 证 明 本 节 的 主要 结果 , 我 们 需 以 下 引 理 : 


引 理 8.2.2.1 ([189]) $ a > 0, 8 > 1. W (8.2.2.1) 中 的 Green 函数 Git, s) 满足 
以 下 不 等 式 : 


对 于 (t.s) € [ti, o(ts)] x [t ts] 成 立 . 


引 理 8.2.2.2 ([189]) 令 a > 0, 8 > 1. 则 (8.2.2.1) 中 的 Green 函数 G(t, s) 满足 
以 下 性 质 : 

0 < G(t,s) € G(o (s), s) 
对 于 (t, 5) € [6.0 (t3)] x [ti,ta] 成 立 . 


引 理 8.2.2.3 ((189]) Sa > 0, 8 > 1H se [tta]. JJ (8.2.2.1) 中 的 Green 函数 
G(t, s) 满足 以 下 性 质 : 
min 0. 4j > k|(G(-. s)|], 


t€[t2,o (t3) 


其 中 "n 
"= ales) - s) +B = T nee) 
且 汪 定义 如 下 Jal] = maxzet oy e(t). 
对 于 (8.2.2.1) 中 的 G, ERNITS Gilt, s) := G(t s). 则 对 于 2 < j € n, 我 们 
递归 地 定义 


c (ta) 
Gj(t, s) = | Gj-1(t,r)G(r, s)Ar 
ty 
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故 G, (t, s) 为 以 下 齐 次 问题 的 Green 函数 : 


(-1)ny^" (t) =0, tec fti, t5] € T, 
y^" (t) =0, oy^" (a(ts)) 二 BoA (o(ts)) = y^" (t), 0<i<n-1. 


引 理 8.2.2.4 ((189]) $ a > 0, 8 > 1. 则 Green 函数 G, (t, s) 满足 以 下 不 等 式 : 
0<G,(t,s) < L"|G(.s)|, (ts) € [,o(t3)] x Iti, ts] 


H 
G&(t, s) > k*M"-!|IG(-, s), t,s € [t»,o(t3)] x [t1, ts] 


tr k 由 (8.2.2.2) 式 给 出 ， 


$e I IGC, s)||As > 0, (8.2.2.3) 


c (ta) 
M- i IGC, s)||As > 0. (8.2.2.4) 
& B 表示 赋予 范 数 ||y|| = maxieie, ot ly 的 | 的 Banach 空间 C[t,, o (ts )]. 


88.2.3 ”正解 的 存在 性 


在 本 部 分 中 , 我 们 应 用 定理 8.2.1.2 和 定理 8.2.1.3, 建立 边 值 问题 (8.2.1.1) 解 
的 存在 性 定理 . 


定理 8.2.3.1 假定 以 下 条 件 满足 : 
(Hi) FE ri > 0 使 得 对 于 te [ti,o(ts)| 5 y € [0, ri]; € 
f(t.y) € yx 


(H>) 存在 to € (to, 0(ts)], a > 0, ra > 0, ro Z ri, 和 连续 函数 y : [tz, o (t3)] — 
[0, +00), A : (0, r3] 一 = [0, +20) 使 得 


F(t y) > e(t)h(y) 
关于 t € [tn o(ts)] X y € [0, rs] MZ, un 在 (0, ro] 上 非 增 , B. 


k^ M^-1N* a (t3) 
h(ra) (FE ) J G, (to, s)e(s)AÁs > r>, 
tg 
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EB k, L, M 分 别 由 (8.2.2.2)-(8.2.2.4) 给 出 . 则 边 值 问题 (8.2.1.1) 在 [t1, o(ts)] 
上 至 少 有 一 个 正解 . 


定理 8.2.3.2 若 存 在 常数 a 与 5 满足 0<b<a, 且 以 下 条 件 之 一 成 立 : 


pr 2 a k^ yr} 
> | ——— i > 一 一 一 ; 一 一 一 一 一 一 
TOR 6 b, Fly) > Oe, (hy) € lt» alts)] x l I " 
b n—1 
H f(t,y) < Ta’ (t, y) € [ti, o(t3)] x Z=]. 
a I^ a Ln} 
4 a > E < ? 人 , 
Gh) $2 rg flew) < Ey (4) € ftot) [Opa] E feu) > 
b k” M"-1 
ere’ (t, y) € [to, o (ta)] x = = ; 


Ht k, L, M 分 别 由 (8.2.2.2)-(8.2.2.4) # H. 则 边 值 问题 (8.2.1.1) 至 少 有 一 个 
正解 . 


定理 8.2.3.1 的 证 明 考虑 Banach 空间 B, 取 


k^ M"-1 
y(t) > Fra lll : 


(8.2.3.1) 
PB ML P H B PAST IESE (y = 1). 对 于 z, y € B, z < y 4A a(t) < y(t) 
对 每 一 个 tc [t1, o (t3)] 成 立 . 固定 uo = 1 # [t1, o (ta)] iP fiti] 
如 Mn-: ) 


P = fy € B, y(t)>0, teft o(ts)], 


min 
t€[t2,o (t3)] 


P(uo) = fy € B: y(t) > 0, y(t) > Saar llall 


min 
t€[t2 c (ta)] 


XFFyeP5te[t.o(t;). 我 们 定义 积分 算 子 
o(ts) 
Ay(t) = Í G,(t, s) f (s, y(o(s)))As, 


AW 4 的 不 动 点 是 边 值 问 题 (8.2.1.1) 的 解 ， 从 文 [188] 的 定理 3 的 证 明 可 知 ， 
A: P — P 全 连续 . 

A Qi = (y € B: |lyl] < ri], Q2 = (y € B: |lyl] < ro}, 我 们 可 设 7r1 < ro. 由 
(Hi), FF y € PANO Ste [ti o(t3)], 可 得 


c(t 
t 


3) r 
Ay(t) < per GC s) As = n. 


FF ||Ay|| < lyl| 对 于 ye Pn oo, 成 立 . 
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4 y € P(uo) N OQ, WJ ||y|| = r2 H. y(t) € (0, ro] 对 于 te [tə, o(ts)] 成 立 . 由 
(Hə), 可 得 


"o (t3) ols 
= Í Gatto et AE yr(a(s))ds 


o (ta) 
2) [Gut s)e(e)y'(e(e))As 


hír a(t3) k^ M"-1 a 
> 109 Gott dels) (Ful) As 
t2 


k^ nÀ lN pelts) 
= h(r2) (=) | Gn(to, s)p(s)As 
t2 


> T2. 


这 可 推出 |Ay|| > llull 对 于 y € Pluo) n 80。 成 立 . 根据 定理 8.2.1.2, 4 有 一 个 不 
a5 y e P fiif r, < dl < r>. 


定理 8.2.3.2 的 证 明 取 


Qı = (y € B|o(u) < b}, 


Q = (y € Blp(y) < a}. 


则 Q, Al Q, HAF, B. 9 eE, Q, C Q. 
定义 ply) = Pax ve), 则 o: P — [0,+00) 为 一 致 连续 凸 泛 函 ,满足 
p(0) = 0, H. plu) > 0 XI-F uz 0 mr, 其 中 尸 由 (8.2.3.1) 给 出 . 
By E POO, Wl p(y) =b, EXIF t € [t.0(t3)]. 我 们 有 
L^ 


0x y(t) < llyl| < ing’ 
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因此 " 
play) = ex Í Gus (o (9))As 


c (ta) 
< p= " [EEEF y(o(s))) As 


n—1 b aye) 
< L IA |G(-, s) [As 
ti 


= b= p(y). 
zi y € P n óQ,, Wl p(y) =a, 且 对 于 te [te, o(ts)], 有 


kn Mn-1 k^ M"! 
9 nd < lvl mr < y(t) € p(y) = a. 


o (ta) 
p(Ay) > KM / IG a)l f(s, ylo(s)))As 


> ker Price s)||As 
= kn M? fa 3 


= a = p(y). 
因此 , 定理 8.2.1.3 中 的 条 件 (D,) WE, 问题 (8.2.1.1) 至 少 有 一 个 正解 . 
接 下 来 , 我 们 检验 定理 8.2.1.3 中 的 条 件 (D2). Æ y € PNA, M p(y) = b, 
且 对 于 te [ti o (ta)], RITE 
n n-—1 n n—1 
pM < Juli er S ult) < p) =b. 
a( 


ta) 
p(Ay) > AMM / ICC, s). (o ()))As 


> kM! b I IGC, s)||As 
k^ Mr to 


= b= ply). 
# y E€ P n óQ,, WI ply) = a, EDXF t € [t o(ts)], RITE 


Lr 
0 < y(t) < llyll < yy 
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o (ta) 
atas) | P G,(t, s) f(s, y(o(s))) As 


= max 
telti,a(ts) 
olta) 
«pe J lët: Mif Gs y(o(s)))As 
a(ts) 
< Ini J IG(-,s)||As 
= a = ply). 
因此 , 定理 8.2.1.3 中 的 条 件 (Do) 满足 , 故 问题 (8.2.1.1) 至 少 有 一 个 正解 


注 记 8.2.3.1 在 定理 8.2.3.1 F, 我 们 以 条 件 (Ho) 代替 定理 8.2.1.1 中 的 条 件 

(8.2.1.6), 其 包含 了 较 一 般 与 宽泛 的 函数 . 在 定理 8.2.3.2 中 , 我 们 用 条 件 (Hs) ((H4)) 
代替 条 件 (8.2.1.5) 和 (8.2.1.6), 在 此 我 们 仅 需 非 线 性 项 在 某 些 有 界 集 上 的 “高 度 ” 

是 适当 的 , 而 与 这 些 有 界 集 之 外 的 增长 性 无 关 . 

§8.2.4 ”问题 (8.2.1.2) 的 可 解 性 


在 本 部 分 中 , 我 们 应 用 定理 8.2.1.4, 获得 问题 (8.2.1.2) 存在 解 的 若干 充分 条 
件 . 我 们 注意 到 定理 8.2.1.4 的 显著 特点 是 删 去 了 施加 在 集合 S 上 的 下 解 条 件 . 
我 们 定义 锥 K 如 下 ， 


K={yeB:y(t)20, tE [t,o(ts)], wt) > wllyll, [to.o(t3)]) 


对 于 某 个 0 <w < KML 成立 (w 随后 将 被 固定 ). 
既然 问题 (8.2.1.2) 等 价 于 以 下 积分 : 


a (ta) 
y(t) — f Gnlt, s)Aa(s)g(y(c(s)))As. t€ [ti, o(t3)], 
我 们 定义 算 子 A: K — 8 如 下 : 
o (ta) 
Ay(t) = Í G.@.s)Xa(8)g(6(z(9))As, te ln olta) 
由 第 三 部 分 , 可 知 4 : K — K 全 连续 .， 另 一 方面 , 易 见 K 为 正规 欠 , 正规 常数 
y = 1, 其 内 点 非 空 . 
定义 
olt3) 
e- 1 /lc s)la(s)As. 
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主要 结果 为 以 下 定理 : 


定理 8.2.4.1 假定 lim,_.w au) = +00, 且 存 在 C € [0, +00) 使 得 9 在 [0, C) ESE 
Vk. £ 


0<À< sup —, 
y€(0,C) eg(y) 


则 问题 (8.2.1.2) 至 少 有 一 个 正解 . 


证 明 既然 入 < mip sos Rt Ro €(0,C) HO«wzxk^M"-!/L"-! 使 得 
y€(0,C 
Ro — Aeg( Ro) > wRo. 


首先 , 我 们 证 明 函 数 yo(t) = Ro, t € [ti o(t3)] 满足 定理 8.2.1.4 中 的 条 件 (i) 易 
于 检验 yo € int(K). 同时 , 对 于 任意 的 t € [ti,o(ts)], 我 们 有 


c (ta) 
Ayo(t) = Í G, (t, 8)da(s)g(yo(o(s)))As < Aeg(Ro) < Ro = volt). 


此 外 , 既然 yo 一 Ayol| = Ro, 对 于 te [t2, o (ts)|, 有 
yo(t) — Ayo(t) > Ro — Aeg(Ro) > wRo = wllyo — Ayoll. 


HK yo € S 与 yo WEAF (i). 
因为 9 在 无 穷 远 点 的 渐 近 性 质 , 定理 8.2.1.4 中 的 条 件 (ii) 满足 . 事实 上 , 对 
于 固定 的 À > 0, 选取 D > 0 充分 大 , 使 得 


c (ta) 
ADw min / G,(t, s)a(s)As > 1, 
t€[ta,c(ta)] 


t2 


进而 取 Y > 0 使 得 当 w > Y 时 , A gly) > Dy. 
接 下 来 , 假定 y e K 满足 llull > Y/w， 则 对 于 所 有 的 t€ fta olta), 有 
y(t) 2 Y, 5 


a (ta) 
Ay(t) > 1 G,(t, s)Aa(s)g(y(o(s)))As 
o(ts) 


on ae 
> ADwlul mim. f G,(t, s)a(s)As 


i2 
> llyll, 
W#a S Ay Xy. MRE S 包含 在 以 原点 为 心 半径 为 Y/w 的 球 内 . 
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最 后 , 既然 g 在 [0, Ro] 上 非 减 , 若 我 们 取 yi vo € K Wi (t) < w(t) < 
Ro, t€ [to, o (t3)]. 我 们 有 

Ay2(t) — Ayı (t) 

ca (t3) e (ta) 

- J G,(t, 8)Aa(s)g(yo(a(s)))As — J G, (t, s)Aa(s)g(yi(o(s)))As 

> 0, 
且 对 于 te [te, o(ts)] 5 r € fti, o (ta)| 

Ay»(t) — Ayı (t) 


c (ta) 
=f G, (t,s)Xa(s)[g(uə(o(s))) — g(yi(a(s)))|As 
o (t3) 
> J k” M"-1||G(-, s)||\a(s)[g(yo(o(s))) — gli (a (s)))]As 
o (ta) 
> eani [ G,(r. s)Aa(s)g(ys(o(5))) — glui (a (s))))As 


o (ta) 
Su Í G,(r, s)Xa(e)[g(uə(o (s))) — glui (a (s)))] As 


= w[Ay»(r) — Au (r)]. 
故 min [Ayo(t) 一 Ayi(t)] > w|| Avo — Ayı|| E. A 非 减 . 因此 , 定理 8.2.1.4 中 所 


t€[t2,o(ta)] 


有 的 条 件 均 满 足 . 问题 (8.2.1.2) 至 少 有 一 个 正解 . 


注 记 8.2.4.1 一 般 而 言 , 先前 文献 仅 对 充分 小 的 A, 确保 问题 (8.2.1.2) 的 可 解 性 , 
即 对 于 0 < 入 < Ai, 其 中 Ai 为 一 常数 . 然而, 定理 8.2.4.1 表明 问题 (8.2.1.2) 对 于 
所 有 的 À > 0, 问题 (8.2.1.2) 均 具 有 可 解 性 , 即使 对 于 某 个 ye (0,C], 有 9(y) = 
我 们 应 当 指 出 , 相应 于 问题 (8.2.1.2) 的 线性 问题 的 谱 结 构 尚 不 清楚 , 因此 , 我 们 不 
能 直接 应 用 文 [204, 205] 的 定理 到 这 一 问题 . 


88.2.5 ”一 些 例子 
在 本 部 分 中 , 我 们 给 出 三 个 例子 解释 我 们 的 结果 . 


例 8.2.5.1 $ T = (2) : n € No} U[2, 3], 其 中 No 表示 所 有 非 负 整数 集 , 考虑 以 
下 边 值 问题 : 
-y^'(t) = f(t,y(o(t))), te [2, m ze 


y^(3) = 0, y(o(3)) + 3y^(e(3)) = G 
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其 中 
1 
Pase | (t+ Duy — 8, (tv) € [8.3] x [0.3] 


(t-19(y-5Y. (tv) € [2,3] x (5, +00). 


易于 检验 f: [2,3] x [0, +00) — [0, +00) 连续 . 直接 计算 可 得 


pa 2<e<1 
k=- G(t, s) 
K(t,s) 1<8<3 
其 中 
e o(s) €t 
H(t, s) = 
5—oc(s, t< s, 
H. 
6 — t, 8 
TE t, o(s)<t 
6—o(s) t<s 
BA 


3 
i= J IGE, s)| As 


= fe —a(s))As+ n — c(s))As + f 一 5(s))As 


99 
=> 10^ 


WER ri = g 72 = 2, to = 2, a = 2, p(t) = s(t + 1), H h(g) = yy — 5), 5 


验证 对 于 te [2, 3| 和 ye [0, z], 有 


1 1/50 Ti 


P< = 


1 
x (55 - 495 99/10 L' 


A. cse TE EA 3i 


~ 20 50? 


WF te [1,3] 5 y € (0, 2], 有 


EXC + 1)y*(y — 5) = e(t)h(y). 
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h(y) _ yy -5 _ (y — 5)? 在 (0,2) 上 非 增 , H. 


y* y? 
h(2) (E) fee. Jans pjäs 
= Ë |[ e-2G+Das+ f (6— (9) na 
=m 
Se A 


定理 8.2.3.1 的 假设 均 满 足 , 因此 问题 (8.2.5.1) 有 一 个 正解 y^ 使 得 击 < |lu*]| < 2. 
B 8.2.5.2 $ T = {1,2,3,4,5}, 考虑 以 下 边 值 问题 ， 


y^'(t) = f(t,y(t--1), te [1,4] c T, 
2i41 2i 2i+1 2i+1 8.2.5.2 
| y^ (1) =0, y^ (5) -2/^" (5) =>” (3), 


HHO<i<1, n = 2, ti = 1, to = 3, ig=4, = 2, a= 1 El 


b. 5 ae 275 

fite piss YS 
i 3909x3901x275,, _ 1075011x1072739 > 275 
99003001275 yy — 1075011x1072739, > 275, 


484x559x9 : 442x559x9  " 


易于 验证 f : [1,5] x [0, +oo) — [0, +00) 连续 , 直接 计算 可 得 


Hits), 1<8<3, 
G(t, s) = 
Kl(t,s), 3 <s<4, 


其 中 
6-t, s+1 <t. 
Hü, a) = 
5—s, t<s, 
7-t, s+1 <t, 
K(t,s) = 
6—s, t<s. 
故 
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1 kM" PM 4 
5 [n-1 L OFF 
选取 a = 717, b = 1, 我 们 可 知 f. 满足 


a 25 9 4 f 
ftw) > aan = pem p (t, y) € [3,5] x me 


k= 


b b 1 E 
< — = — = — — 


因此 , 定理 8.2.3.2 中 的 条 件 (Hs) 满足 , 边 值 问 题 (8.2.5.2) 
如 果 我 们 取 

"TM asint|--27-32y, y € $, 

ajsint|--27x Z x $, ys. 


选取 a = 3630, b = 16, 则 


Bg E A E 
b 16 ^ gw? 16 
计算 可 得 
a . 3630 275 
< 一 一 = = 
ftw S; = qz = 90, Gwe [1,5] x D i x 3630) ， 


b 16 
= 一 一 te l 16|. 
fw) 2 ai = yaxi 2 CNEB 3x] 275 ° 1 


因此 , 定理 8.2.3.2 中 的 条 件 (H,) WE, 边 值 问题 (8.2.5.2) 至 少 有 一 个 正解 . 
例 8.2.5.3  T [Al 8.2.5.1 中 的 定义 一 致 ,考虑 如 下 边 值 问题 : 
| —y^'(t) = Xa(t)9(u(o(t))), te [2,3] c T, 
y^(3) =0, y(o(3)) + 3y4(o(3)) = y^(1), 
其 中 a(t) = 1, gly) = 2»? — 9y? + 12y + Vy. 
直接 计算 可 得 


(8.2.5.3) 


1 
e= J G(o(s), s)As = =. 
函数 g(y) 关于 [0, +oo) 不 单调 , 然而 , 由 [203] 中 的 例 2 可 知 , g(y) 在 [0, 1.087577) 
上 非 减 . 
易 验 证 UN lim 3) = +oo， 故 定理 8.2.41 列 含 着 对 于 0 < 入 < 


y 


0.07526, 边 值 问题 (8.2.5.3) 一 个 正解 的 存在 性 . 
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